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Primer semana de Clases

TRANSFORMADA DE LAPLACE

INTRODUCCION

En los modelos matematicos lineales para sistemas fisicos tales como un sistema
masa/resorte 0 un circuito eléctrico en serie, el miembro del lado derecho o entrada,
de las ecuaciones diferenciales es una funcion forzada, y puede representar a una
fuerza externa f(t) o a un voltaje aplicado E (t)

1
mx + Bx + Kx = f(t) Ld +Rq+2q=E(®)

En Célculo Il resolvimos problemas en que las funciones f(t) y E(t) eran continuas.
Sin embargo, no es raro encontrarse con funciones continuas por tramos; por ejemplo,
el voltaje aplicado a un circuito podria ser el que se muestran en la Fig. 1. Es dificil,
pero no imposible, resolver la ecuacién diferencial que describe el circuito en este

Caso.
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v

Figura 1

La transformada de Laplace es una valiosa herramienta matematica que permite
resolver problemas como el anterior. En general, La transformada de Laplace
transforman una funcion en otra funcion, al igual que la diferenciacion y la integracion.

Antes de definirla, recordemos algunos conceptos vistos en Calculo 1 y 11.



Propiedades

e Ladiferenciacion y la integracion gozan de la propiedad de linealidad, es decir,
dadas dos funciones f(t) y g(t), y dos constantes a y B cualesquiera, se

cumple:
d _ 4 d
@ fO+Bg1) =afO)+pg(t)

f (@ f(6) + B g(®)dt = a f FOdt+ f g(Ddt

siempre y cuando exista cada derivada e integral.
e Si f(x,y) una funcion de dos variables, entonces la integral definida respecto
de una variable produce una funcion de otra variable. Por ejemplo

1

0

1
f 2xy?dx = x%y?
0

e Anélogamente, la integral de una funcién f(t) de una variable t donde figura

una constante m, por ejemplo

1

1 1

= —eMm

1 1
f e™dt = —e™
0 m m m

0
El resultado es una funcién que depende del valor de m.

e Laintegral impropia se define mediante un limite como

oo b
j K(s,0)f(t)dt = lim f K(s, 0)f (t)dt
0 b=co J,

De alli se deduce que si el limite existe la integral existe y se dice que es
convergente. Por el contrario, si el limite no existe se dice que la integral no
existe y que es divergente. En el caso que existe el limite, la integral esta

definida para ciertos valores de s. Por ejemplo

(o] b —st e—sb 1
—st : —st ; :
e Stdt = lim | e ®'dt = lim = lim -—
b—oo b—ooo —S§ b—oo —§ —S
existe s>0

El limite de la integral existe solamente para valores de s > 0 , pues la
exponencial de exponente negativo pasa al denominador, y para b tendiendo a

infinito el resultado del cociente se hace cero, o0 sea
e—sb

lim = lim

=0 para s>0
b—-oo —8S§ b—oo —SeSb p



Por lo tanto

@ 1
f e Stdt = — para s > 0
0 s

DEFINICION DE TRANSFORMADA DE LAPLACE

Dada una funcion f(t) definida para valores de t > 0, se define la Transformada de
Laplace como

L) = [ et @e

0

siempre que la integral converja. El resultado es una funcion de la variable real s

NOTACION

La Transformada de la Laplace se simboliza con la letra cursiva L. Se utiliza letras
minudsculas para denotar la funciones de “t” y con mayuscula la transformada
correspondiente.

f@® —  F(s)=L{f®)

g  —  G(s)=L(g®)

Observaciones
Dada f(t), su transformada F(s) es una funcion del pardmetro s, el cual es una
variable matemaética sin interpretacion fisica.

Ejemplos

e Hallar la transformada de f(t) = 1

@ e st% est 1 1
L(1)=j e St1dt = — = lim +—=—- para s>0
0 s |, t->w  § s s
par_as>0
L) = !
s

e Hallar latransformadade f(t) = e®*




o0 e—(s—a)t @ 1

F(s)=f e‘“eatdt=f eSOt g = — = para s>a
o 0 s—al|, s-—a

1
L(e™) = P

Con un razonamiento analogo al anterior la integral existe siempre que s > a, asi se

asegura que el limite para t — oo es cero.

Veamos ahora qué condiciones debe cumplir una funcién f(t) para que podamos

calcular su transformada F(s).

Funcién Continua por partes o Seccionalmente Continua

Una funcidn es continua por partes o seccionalmente continua en un intervalo [a, b]
si es continua en todos los puntos del intervalo excepto en un ndmero finito de

puntos, donde debe ser discontinua de salto finito, esto es, debe existir el limite por

derecha e izquierda.

Una funcidn es continua por partes o seccionalmente continua en el intervalo [0, oo)

si es continua por partes en todos los intervalos [a, b] contenidos en [0, ).

Ejemplos de funciones continuas por partes
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Figura 1 Figura 2



Ejemplo de funcion que no es continua por partes

A

v

Figura 3

En las Fig. 1 y 2 las funciones son continuas por partes, ya que tienen discontinuidades
en un numero finito de puntos (Fig. 1 en los puntos 1y 2; y Fig. 2 en los puntos 1, 2,
3y 4) presentando en todos los casos discontinuidades de salto finito. Mientras que en
la Fig. 3 también se observa una cantidad finita de discontinuidades, pero el salto es
infinito, y por lo tanto la funcién no es continua por parte.

Funcién de Orden Exponencial
Una funcidn f(t) es de orden exponencial a si y solo si existen « > 0y M > 0 tales
que

If(D)] < Me* Vt=>0

f(t)a ’/’

¢
~

Ejemplos



e f(t)=e% es de orden exponencial a« =a pues considerando M = 1 se
cumple la definicion.
e f(t) =sen(at) Se sabe que la funcion —1 < sen(at) <1 o0 sea que

|sen(at)| < 1 luego se puede expresar que |sen(at)| < Mg_it , M >1 esto
1
indica que la funcién sen(at) es de orden exponencial « = 0

o f(t) =et" No existe ningln valor de a para el cual |et’| < Me®. Esto se
debe a que la funcion cuadratica en el exponente crece mas rapido que at desde
un cierto valor de t en adelante (Figura 4), luego esta funcién no es de orden
exponencial.

A
f@®)

t2

v

Figura 4

CONDICION DE SUFICIENCIA PARA LA EXISTENCIA DE LA
TRANSFORMADA

Si f(t) es continua por partes en el intervalo [0,c0) y de orden exponencial «
entonces existe su Transformada de Laplace F(s) paratodo s > a

La demostracion se basa en la siguiente expresion:

J e Stf(t)dt sf e St F(t)|dt < Mf e Stet dt = Mf e~ts—a) gt
0 0 0 0
Luego, siempre que s > a, resulta

M
F(s)| < —— <
S—a

Ademas, tomando limite para s — oo resulta el siguiente resultado

Si f(t) es continua por partes y de orden exponencial y su Transformada es F(s)
entonces se cumple que

lim F(s) =0
S—00

La condicion de existencia es suficiente pero no necesaria. Esto es, puede que la
funcion no sea continua por partes o seccionalmente continua, y sin embargo exista la




. -, 1
transformada. Un ejemplo de ello es la funcion f(t) = = la cual no es de orden

exponencial y presenta una discontinuidad de salto infinito, pero sin embargo existe
su Transformada de Laplace

F(s)—fooe‘“ialt—\/E ara s >0
0 Vit S P

2
., . . . . x
La resolucidn de la integral requiere el cambio de variable t = e

PROPIEDADES

Propiedad de Linealidad
Como la transformada esta definida mediante una integral hereda la propiedad de
linealidad de las integrales, esto es:

£(C1f1(t) + ¢, f2 (t)) = C1L(f1(t)) + Cz£(f2 (t))

Ejemplo:
Hallar la Transformada de f(t) = 2 + 3e®

L(2 + 3e%) = 2£(1) + 3L(e%)

1
L(2+3e)=2-+3
S S—a

Propiedad de multiplicar por t"
Sea la funcion f(t) con transformada de Laplace F(s), entonces

n

d
LEF(©) = (D" F(s)

Demostracion
Comencemos demostrando paran = 1. Como f(t) admite transformada se tiene que

F(s) = wa(t)e_“ dt
0

Si se deriva a ambos miembros respecto de la variable s, la derivada puede ingresar
dentro de la integral por la regla integral de Leibniz resultando

o

(e} d (o]
F'(s) =j F(©) o= (e~ dt=f FE)(=t) eS¢ dt = —f LF(E) =t dt
L(tf(£))

(por definicién)




Por lo tanto

d
L () =~ F(s)

Aplicando secuencialmente este procedimiento resulta la propiedad mencionada.

Ejemplos:
e Hallar latransformada L(t)

Se puede considerar a t=t. 1 Yycomo yasabemos latransformada de 1

10
1
L(1) =~ =F(s)

aplicando la propiedad de la multiplicacién por t se tiene

1:(1:1)——1F()——i<1)—l
T s Y T Tas\s) T sz

1
fo=t =  F©=5

e Hallar la transformada de f(t) = t2

Se puede considerar para aplicar la propiedad de multiplicacién por t de la siguiente

forma
d d /1 2 2
LED)=L|t. t |=——L([Q) = __(_2) = _(__3) ==

) ds ds\s s3) s

Quedando

2
f(t) =t? = F) =3

Generalizando

L(t") =

Sn+1

Propiedad de Traslacion en s
Si L(f(t)) = F(s) entonces

L(e®f(t)) =F(s—a)




Demostracion
Aplacando la definicion de Transformada se tiene:

o

et f(t) e stdt = fooeate_“f(t) dt

0

Ll f o) = |

0

Aplicando la propiedad de producto de potencia de igual base, que indica sumar los
exponentes y ademas por conveniencia se extrae —t como factor comun , quedando
la expresion de la integral de la siguiente manera

[0e] [ee]

e~tC=Df (1) dt = f e~tF(t) dt = F(u) = F(s — a)
0

L(ef (1)) = f
0

donde F(s) es la transformada de f(t).

Nota: F(s—a)# F(s)—a (verFigurab5)
F(s —a) implica una traslacion sobre el eje horizontal de la variable s

F(s) —a implica una traslacion sobre el eje vertical

S
F(s) U Fsma F(s) —a&]
» S

a o —a
v

A

Figura 5

Ejemplos:
Hallar la transformada de te?t
Esta transformada se puede realizar de dos maneras diferentes:
a) Aplicando la propiedad de multiplicacion en t, se tiene que la funcion que
acompafia es f(t) = e?* luego su transformada es

1
f() =e* = F(S)=ST2

La multiplicacion de f(t) por t produce en la transformada la derivacion de la
transformada de f(t), oseade F(s), luego

Wody 1y 1 .
L(tez)__%(s—2>_(s—2)2 )

b) Aplicando la propiedad de traslacion en s se procede de la siguiente manera

Como la propiedad dice que si F(s) = L(f(t)) entonces



L(e™f(t)) =F(s—a)

En este ejemplo f(t) = t, luego su transformada es

1
o=t = FO=3

Luego la traslacion se aplica sobre esta transformada, recordar donde aparece s se
reemplaza por s — a, luego la transformada final queda

L(te?t) = G =27 (%)

Es claro que (*) y (**) son iguales. Es decir, cualquiera sea la propiedad que se
apligue la transformada dara el mismo resultado.

Propiedad: Transformada de la Derivada
Si f(t) es de orden exponencial @ entonces para s > a se tiene que

[L(F'(©) = sF(s) — £(0)]

Demostracion
Siguiendo la definicion de Transformada se tiene:

L) = [ foetd @
0
Aplicando el método de integracion por partes, eligiendo
u=est du = —seStdt

dv = f'(t)dt v =f(t)

Luego la integral (a) queda

o

L(f'(1)) =f0 f'(He stdt =uv|8°—f0 vdu

LO(E) = F@e 15 = [ F(O). (=se~dt
0

Aplicando la Regla de Barrow y resolviendo la integral del segundo término se tiene:

£(F@) = im e~ ~ 0. ¢+ [ e a
1 0
F(s)



Recordando que f(t) es de orden exponencial a se cumple |f(t)] < Me*t,
reemplazando en el limite queda

gimf(t)e_“ < tlimlf(t)e‘“l < L!imMe“te_St = Mlime ™t~ =0

t—oo

siempre que s > a. Luego la transformada de la derivada resulta lo que queriamos
demostrar

L(f'(8)) = sF(s) — f(0)

Calculo de la derivada segunda L(f"'(t))
Se sabe que:

L@ =F(@s) = LF®) =sF(s)—f(0)
Si se realiza la siguiente sustitucion:
g = f'(®) = G =L () =sF(s)—f(0) (1)
Derivando la funcion g(t) y aplicando la propiedad de la Transformada de la derivada
g =f"®) = L(g'®)=sG(s)~-g(0) (2)

Reemplazando en términos de f(t) se tiene

L(f"®) = L(g'®) =
Por

sG(s) — @ = s(s.F(s) — f(O)) - f'(0)
2) f'(0) por (1)

~

Resumiendo:

£(f"(©) = s2F(s) — sf(0) — £'(0)

Generalizando:

L (D) = s"F(5) = 5™ £(0) = " 21" (0) .. — sf"2(0) — " (0)

Observaciones:

e El exponente n — i de f indica orden de derivacion. Por ejemplo f™~2(0) indica
derivada de orden n — 2 de f evaluadaen t = 0.

e Latransformada de la derivada de orden “n” se transforma en un polinomio en “s”
de grado “n” donde los coeficientes son las condiciones iniciales excepto en s™
cuyo coeficiente es la Transformada de f(t).



Ejemplos
1. Hallar la transformada de f(t) = t? aplicando la propiedad de la derivada.

Como f'(t) = 2t, aplicando la propiedad de la derivada, y recordando que se
quiere calcular F(s) se tiene

Lf'(©) = sF(s) — f(0)
Reemplazando
L(2t) =sF(s)—0

Despejando F(s) se tiene

F(s) = 220(8) = 22—
S)=5 s s2

Luego se tiene al igual que antes
2
L(tz) == 5_3

2. Hallar la Transformada de f(t) = sen(at) aplicando la propiedad de la derivada
segunda
f®) =sen(at) = f'(t)=a.cos(at) = f"(t) = —a?sen(at)

LU®) =sPLE@) —s f©O) - f(0)

—a?L(sen(at)) sen(0)=0 a.cos(0)=a

Ordenando la expresion resulta
—a?L(sen(at)) = s?L(sen(at)) — a
Despejando  £(sen(at)) se tiene

a

L(sen(at)) =i

Propiedad: Transformada de la division por t

L (@> = JOOF(u)du

t

donde F(u) = L(f(t))

Consideremos la funcion g(t) dada por

MO_s00 = fo=te0) = £¢©)=LEg0)

Aplicando la propiedad de la multiplicacion por t



d
F(s) = —%G(s) =—G'(s)
Integrando miembro a miembro entre a y s se tiene

fS—G’(u)du = fSF(u) du

a

G(s) - G(a) = —fSF(u) du

a

G(s)—ii_r)go(}(a)=—(}i_r){}ost(u)du=—st(u)du=wa(u)du

Se demostré que lim G(a) = 0. Luego:
a—oo

G(s)=L <@>

= fOOF(u) du

Ejemplo:
Hallar la transformada de £ (—Ser;(t))
Si se aplica la propiedad de la division por t, en este ejemplo

3
s2+9

f(t) = sen(3t) = F(s)=

L(sen(t))_j“’ 1 du = arct loo_n .
n = v u = arctg(u)lg =3 arctg(s)

Propiedad: Transformada de la integral
Sea f(t) cuya transformada es F(s) entonces se cumple :

t _Fe
L(f()f(u)du) =

En efecto: si

= d
g(®) fo f(wdu
Entonces g'(t) = f(t), y por ende

F(s) = L(g'(®)) = sG(s) — g(0)
Jy fwydu=0

Despejando G(s) = £ ( fot f (u)du) resulta



L(f()f(u)du)— .

Funcion Escalon (Heaviside)

En ingenieria es comln encontrar funciones “desactivadas” o “activadas” en
determinados intervalos. Por ejemplo, una fuerza externa que actGa en un sistema
mecanico, o un voltaje aplicado a un circuito, se puede activar después de cierto tiempo
t=a.

Es conveniente definir entonces una funcién especial que es el nimero 0 (desactivada)
hasta un cierto tiempo t = a y luego el nimero 1 (activada) después de t = a.

Esta funcion se llama Funcién Escalén Unitaria o Funcion de Heaviside llamada en
honor del polimata inglés Oliver Heaviside (1850-1925)

Definicidn de Funcién Escalén Unitario
La Funcidén Escal6n Unitario u(t — a) se define como

1 si t>a o t—a>0
u(t—a) =
0 si t<a o t—a<0

A
u(t —a)

1

v

La funcion escalon tambien se utiliza para definir funciones continuas por partes como
por ejemplo

1. Lafuncion Pulso (Figura 7) se define como
0 t<a
Py(t) =41 a<t<b
0 t>b
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Figura7

La funcién Pulso de ancho d = b —a se puede escribir en una sola expresion
utilizando la funcion escalén. Como la funcién escaldn activa el valor a partir de
un valor de “t” determinado y la desactiva para los valores anteriores a dicho valor
de “t” entonces se puede escribir la siguiente expresion:

P;(t) =u(t —a) —u(t —b)

Esto se interpreta de la siguiente manera: La funcion vale cero antes de t = a,
luego vale 1 para valores de “t” posteriores a t = a por la presencia de u(t — a).
Sin embrago, la resta de u(t — b) recién se activa para valores de “t” mayores que
t = b. Esto es, para los valores de t marcados en la Fig. 7 se cumple
t;) =0 ; t,)= 1 ; tz)=1— 1 =0

f@) fed =, L, fe)=1- 1,
2. Tren de pulsos
Sea un tren de pulsos dado por el siguiente grafico

A
f(t)
‘ | | | | | |
| | | | | salto
| | | | |
| | 25 | | | 2a
| T | | >
I ~
| | | | |
| | | | |
I
—-a I I e
v

Figura 8

Esta funcion puede escribirse en forma compacta usando la Funcion Escaldn. Para
ello se debe tener en cuenta en cada tramo cual es el valor que se desea activar y
cuél es el que se desactiva. En cada cambio se activard una funcion escalon y
también interviene el salto que se produce entre un escalon y el siguiente



f@®=a—-2au(t—1)+2au(t—2)—2au(t—3)+2au(t—4)
—2au(t—5)+ -

Es claro que para valores de “t” tal que 0 < t < 1 lafuncion vale f(t) = a, pero
para valores 1 <t < 2 la funcion vale f(t) = —a esto significaqueent =1 la
funcién tiene un salto de longitud —2a porque desciende el pulso. Mientras que
para valores 2 <t < 3 la funcion vale nuevamente f(t) = a produciéndose un
salto ascendente de longitud 2a .

La funcion escaldn se usa para activar los cambios de la funcion en cada intervalo
teniendo en cuenta el salto con su signo

Por ejemplo para un valor de t = 2.5 siguiendo la definicion de f(t) se tiene

f(25)=a—-2au(25-1)+2au(25—-2)—-2au(2.5-3)+2au(2.5-4)

1 1 0 0
—2au(25-=5)+ -
0

f25)=a—-2a+2a—-2a.0+2a.0-2a.0+:=a
Coincide con el gréfico de la Fig. 8

La funcion f(t) se puede expresar en forma compacta con el simbolo sumatoria,
como los términos tienen signo alternado se multiplican por (—1)™ y de esa forma
cambian los signos. Los términos pares dentro de la sumatoria son positivos,
mientras que los términos impares son negativos, quedando la expresion de la
siguiente manera

fit) =a+ ZaZ(—l)”u(t —-n)
n=1

3. Funcion Generalizada
La funcion escaldn se utiliza para definir una funcion definida por partes en forma
compacta. Sea la siguiente funcion

(fi(t) 0<t<a

frft)a<t<b
f(@) =
fs(H)b<t<c

\ 0 t>c

La grafica de la funcion sera:



f@®

G

\h
)

Figura 9

En forma analoga al Tren de pulsos, se usa la funcion escalon para activar los
cambios de la funcion en cada intervalo, la diferencia que ahora las funciones no
son constantes. En cada tramo debe quedar solamente la funcion que corresponde,
para ello se debe tener en cuenta el salto que hay de un intervalo a otro, que esta

dado por la diferencia entre las funciones consecutivas. Esto es

fF@®) =10+ (L0 - A®) ult —a) + (f(O)—f (1) u(t — b)
+ (f4(t)—f3 (t)) u(t —c)

Se puede comprobar si esta bien definida tomando valores de “t” en cada intervalo
para verificar si coincide con el valor que corresponde en la definicion original .Por
ejemplo

f(t) = fi(t) + (fz (ty) — f1(t1)) u(t; —a)

esOporsert; <a

+ (f3 (t)—f2 (t1)) u(t; — b)

esOporsert; <b

+ (f4(t1)_f3 (tl)) u(t; —c)

esOporsert; <c

f(t1) = fl(tl)

f(t) = fi(ty) + (fz(tz) - fl(tZ)) u(t; —a)

eslporsert, >a

+ (f3 (tz)_fz(tz)) u(t; —b)

es O porsert, <b

+ (f4(t2)_f3(t2)) u(t; —c)

esOporsert, <c



f(t2) = fi(t) + f2(t2) — f1(t) = fo(t2)

f(t3) = fa(ts) + (fz(t3) - fl(t3)) u(t; —a)

es1lporsert; > a

+ (f3(t3)_f2(t3)) u(ts — b)

es 1 porsert; <b

+(filt)—fs(tz))  ults —c)

esOporsert; <c
f(t3) = fi(t3) + f2(t3) — f1(t3) + f5(E3)—f2(t3) = f3(t3)
idem para t,

Ejemplo
Definir en forma generalizada la funcion continua por partes definida como

f@® *

4  —
I I

3 I I
[ 1 t+1 0<t<1
I I

2 —t+2 1<t<3
I I =
I | f(t) 4 3<t<5
| | 0 t>5
I I
I I

4
AN >

fO=t+1+(-t+2-(+D)ut—D+(4—-(—t+2))ut-3) +
(0—®))u(t-5)

Luego por ejemplo para t = 0.5 como u(0.5—1) =0 por ser 0.5—-1 <0, por
definicion de la funcién escalon. Entonces

(05 =05+1+(-054+2-(05+1) u(0.5-1)
=0porser0.5<1
+(4-(-05+2) u(0.5-3)
= 0Oporser0.5<3
+(0-(4) u(0.5 = 5)
=0porser0.5<5

£(05)=05+1=15



f(35)=35+1+(-35+2-(35+1) u(3.5-1)
= 1 porser 3.5>1
+(4-(-35+2)) u(35-3)
= 1 porser 3.5 > 3
+(0-4) u@B5-5)
= O porser 0.5<5

f(35)=35+1+4+(-354+2-(B5+1))+4—-(-35+2)+(0—(4).0

F(3.5) = 4

Propiedad de la Traslacion en t
Sea F(s) = L(f(t)) y a> 0 entonces

L(f(t—a)u(t —a)) = e SF(s)

Demostracion
Aplicando la definicion de transformada se tiene

L(ft—a)ut—a) = joof(t —a)u(t —a)e stdt
0

Si se multiplica por “1” la integral no varia, expresado uno como 1 = e %e%,
sacando la constante e~%* fuera de la integral, se obtiene
L(f(t—ault—a) = e‘asf f(t—a)u(t —a)e*e St dt
0
L(f(t—a)u(t—a)) =e™* J f(t—a)u(t —a)e st qt
0
Haciendo una sustitucion
v=t—a dv =dt t=0 >v=-a t=0 = v=o0

L(f(t —a)u(t— a)) =e % foof(v) u(v)e sV dv

Pero como u(v) = 0 parav < 0 entonces el limite de la integral va de cero a infinito.
Ademas en el integrando la funcién escalon u(v) =1 para 0 < v < oo, luego la
integral queda

L(fEt—aut—a) =e9 Joof(v)e‘s” dv = e ®F(s)
0
L(f(@®)

Entonces se cumple que



L(f(t —a)u(t— a)) = e ¥F(s)

Observaciones

El resultado de la transformada es e "* F(s) siendo F(s) la transformada de
f(t) sin trasladar la variable “t”, y la constante “a” es la constante de la
traslacion de la variable “t”.

Para poder aplicar la propiedad la funcion f(t) la variable independiente “t”
debe estar trasladada en el mismo valor que la funcién escalon u(t — a). Si
esto no se cumple no se puede aplicar la propiedad. Se deben hacer operaciones
permitidas para lograr la traslacion de “t” en el valor deseado.

Ejemplos

1.

Hallar la transformada de u(t — a)

En este caso la funcion f(t) =1, y su transformada es F(s) =§ . No es
necesario trasladar la variable “t” porque la funcion es constante y vale siempre
igual cualquiera sea el valor de “t”. Luego aplicando la propiedad

Lu(t—a)) =L(L.ut—a)) = e—as%

Hallar £(u(t))

Este es un caso particular del ejemplo 1 para el valor de a = 0.

L(u(t)) = em% = %

Note que L(u(t)) es igual a £L(1), esto se debe a que las funciones u(t) y
f(t) =1 son iguales en el dominio de integracion de la definicion de la
Transformada de Laplace.

Hallar £(t u(t — 2))

Para aplicar la propiedad la funcion que acomparia debe tener la misma
traslacion que la Funcion Escalon. En este caso deberia aparecer ser f(t — 2).
La expresion que acomparia a u(t — 2) es t. Luego aplicando operaciones que
no alteren su valor se puede expresar

t=t-24+2=0t—-2)+2=f(t—-2)

donde
f®)=t+2 = f=2)=(t-2)+2=t
Logrando de este modo escribir como f(t — 2) a t (expresion que acomparfia a
u(t — 2)).
En resumen:
tu(t—2)=f({t—2)u(t—2) con fH)=t+2



La propiedad dice:
L(f(t—a)u(t—a)) = e SF(s)

Pero en este caso la funcion sin trasladar es:
1 2
t)=t+2 = F(s) =—=+-
@ ()= +>
Reemplazando en la propiedad queda:

£(tu(t—2)) = L(((t=2) +2) u(t = 2)) = e L(t +2)
— p—28 1 2
= (3 +3)
4. Hallar la transformada de cos(t)u(t — )

En este caso la funcion que acompafa a la Funcion Escalon es cos(t) y la
traslacion es en a = m. Luego para poder aplicar la propiedad de la traslacion
en t, se debe expresar la funcion que acompana al Escalon en t — m, para ello
se recurre a las relaciones trigonométricas del coseno de la suma de dos
angulos. En efecto

cos(t) = cos <t -+ n) = cos(a) cos(mr) — sen(a)sen(mw) = —cos(a)
a
Luego
cos(t) = —cos(t—m) = f(t —m) con f(t) = —cos(t)
Por lo que
Fs) = L(f(9) = o
Aplicando la propiedad de la traslacion en t
—TtS S
L(cos(Hu(t —m)) = —e 211

Funcion Delta de Dirac

La delta de Dirac o funcion delta de Dirac es una distribucion o funcion generalizada
introducida por primera vez por el fisico britanico Paul Dirac, como distribucion,
define un funcional en forma de integral sobre un cierto espacio de funciones.

En fisica, la delta de Dirac puede representar la distribucion de densidad de una masa
unidad concentrada en un punto a.

Los sistemas mecanicos suelen ser afectados por una fuerza externa (o fuerza
electromotriz en un circuito eléctrico) de gran magnitud que actta s6lo por un periodo
muy corto. En ocasiones se denomina también funcién de impulso.

Se puede decir que la funcion Delta de Dirac esta definida en un punto donde su
magnitud es muy grande y en el resto de los puntos es nula



Trataremos de definir intuitivamente la funcion delta, para ello consideremos la

funcién rampa y la funcidn escalén

Funcion Rampa
La funcion rampa esta definida como

R

v

+ ¢

0 t<a
1
(t) = E(t—a) a<t<a+e
1 t>a+¢

Se puede observar que a medida que ¢ — 0 la base de la rampa disminuye y la
pendiente de la recta m = 1/¢ aumenta considerablemente a tal punto que m — o
cuando ¢ — 0, transformandose la funcién rampa en la funcién escalén como la que

muestra la Fig. 11.

A

R(t
1

o - -

v

a+e

Funcion Pulso
La funcion Pulso esta definida como

4
P.(t

el = -

u(t —a) 1
1k ==y
lim |
e—>0 I
I
a t
Figura 11
0 t<a
1
P.(t) = < a<t<a+ce
0 t>a+¢

La funcién P.(t) esun pulso de ancho
esigual al

1 / .
ey altura; . El area encerrada por dicho pulso



A medida que la base disminuye, o0 sea ¢ — 0, la altura del pulso h :z aumenta

manteniendo el area. En el limite cuando € — 0 laaltura es infinita pero el area sigue
siendo uno, con lo cual se puede definir una nueva funcién que es la funcion delta de
Dirac, la cual en un punto tiende a infinito y en el resto vale cero, con la propiedad que
su integral es igual a uno. Esto se diagrama en la Fig. 12.

Pg(t)“ 1 5(t —a)
1o .
/e ? 2
I
7 : :
a a+e t a t

Figura 12

De esta manera se puede definir

Definicion de la funcidon Delta de Dirac
Se define la funcién Delta de Dirac como

(o] t=a
6(t—a) =
0 t+a

También se define como aquella funcién que cumple

d
fS(t—a)dtzl siempreque c<a<d
c

Propiedades

1. Relacién entre la funcién rampa y la funcién pulso
Si se deriva la funcidon rampa, se puede observar en la Fig. 13 que la funcién
derivada de la funcion rampa coincide con la funcion pulso. En efecto: la
derivada de cero es cero, lo cual corresponde para los valores de t anteriores a

t =a, y la derivada de la recta es la pendiente de dicha recta la cual es

constante y vale 1/\g que coincide con la altura del pulso. Analogamente para



valores de t > a + ¢ la funcion es constante y su derivada vale cero al igual

que el pulso de ancho e.

A A
R(t Pe(t) P.(t) = R'()
1 -

I

| Ye|- - -

: R A

a ate t a a+e t
Figura 13

2. Relacion entre la Funcion Escalon y la Funcion Delta de Dirac.
Se puede observar en la Fig. 14 que la derivada de la funcion escalon es la
funcién delta. En efecto: al derivar las funciones constantes del escaldn dan

cero excepto en el punto t = a que la pendiente es infinito

u(t — a) 1 f(t—a)=u'(t—a)

j ) S

v

a a t

Figura 14

S(t—a)=u'(t—a)
3. Si ¢(t) es una funcion arbitraria, entonces
$(0).6(t —a) = dp(a).

4. Integral de una funcion arbitraria ¢(t) por la funcion Delta:

d
f 5t — b0 dt = p(a)



Transformada de la funcion Delta
La transformada de la funcién Delta es
L(5(t—a))= e

Demostracion
Siguiendo la definicion y por Propiedad 4

£(8(t — @) = fow 5(t — @) e~ dt = ¢(a)
()

L(5(t—a))=e™®
Caso particular paraa = 0

L£(s(®) =1

Si existe L(f(t)) = F(s) entonces se cumplen

Teorema del Valor Inicial

lim f(t) = lim sF(s)
t—-0 S—00

Demostracion
Teniendo en cuenta la definicion de la transformada de la derivada y la propiedad de
la derivada se tiene la siguiente igualdad

L) = fo et (D)t = sF(s) — £(0)

Tomando limite a ambos miembros para “s” tendiendo a infinito

o)

e Stf'(tdt = ;Lrg sF(s) — f(0)
0

lim
S—>00 0

lim sF(s) = £(0)

lim f(t) = lim sF(s)
t—-0 S—00




Teorema del Valor Final

lim f(t) = limsF(s)
t—oo s—0

Demostracion
Teniendo en cuenta la definicion de la transformada de la derivada y la propiedad de
la derivada se tiene la siguiente igualdad

o

L) = f et ()t = sF(s) — £(0)

0
E—I}(} foooe_“f’(t)dt = £i_r)%sF(s) — f(0)
foof’(t)dt = lin(} sF(s) — f(0)

0 5=

lim £(t) — £(0) = lim sF(s) — f(0)

lim f(t) = limsF(s)
t—oo s—0




