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Funcionales que dependen de derivadas de mayor orden

Objetivo: Extenderemos lo visto para el caso general en el que el funcional queda en
funcién no solamente de la derivada primera, sino también de las derivadas de mayor
orden. Esto es

X1
I =f Fx,y,9,y"y",....y™) dx
Xo

Las condiciones de contorno consideradas son:
yxo) =yvo Y (@) =y0 ¥ ') =y20 - Y™ V(x) = Yan-1)0

y(x1) =y Yy (x)=y11 Y'(x1) =y .. y(m_l)(xl) = Yim-11

Es decir, se dan los valores de las funciones en las fronteras y de sus derivadas hasta un
ordenm — 1.

Para este caso, la ecuacion de Euler es:

m

d d? m 4
E, — a(Fy’) + W(Fy”) +o+ (=1 dxm (Fy(m)) =0

Demostracion: Haremos la prueba para el caso particular en que el funcional a

optimizar sea

Jy) = f F(x,y,y',y") dx

X0
La prueba para el caso general se extiende trivialmente.
Las condiciones de contorno para este caso son:
y(x0) = Yo y'(x0) = Y10
y(x) =n y'(x1) = y11

Consideremos arbitrariamente una funcion u = u(x) diferenciable al menos dos veces y

acotada en el intervalo de integracion [x,, x,] tal que:

u(xo) = uxy) = u'(xp) = u'(xy) =0

Luego las funciones y(x) + e.u(x), con € > 0 tan chico como sea necesario, estan tan
cercanas a y(x) como se quiera. Ademas, estas funciones verifican las condiciones de

contorno, ya que

y(xo) £ e.ulxg) = yo y' (xo) £ .u'(x0) = y10




y(x) teulx) =y Y' (1) L eu'(xy) = yn
Luego, y(x) es un maximo (minimo) del funcional J(y) si para cualquier u(x) la
funcion
I'(e)=Jy +eu)
tiene un méaximo (minimo) en € = 0.

Por lo que, una condicidn necesaria para que y(x) sea una funcién extremal de J(y) es

que I' tenga un minimo en € = 0, y para ello se necesita que I''(0) = 0.

X1 d
I'(e) = f gF(x,y +eu,y' +eu,y" +eu')dx
Xo

x:l aF ! ! n 14 aF ! ! rn 144 !
=f (—(x,y+eu,y +eu,y'+eu'u+—@xy+teuy +eu,y’ +eu)u
x, \0Y dy

4 oF
ayll

o,y +euy +eu,y" + eu”)u”) dx

Evaluando en € = 0, y evitando escribir el argumento (x,y,y’,y"") para simplificar la

notacion, resulta
0=r"(0) fxl(aF LOF L OF ")d )
= = —Uu u — U X
%o ay ayl ayu

El segundo término se integra por partes y se usa la condicién de contorno del mismo

modo que se hizo en el caso de primer orden.

j"l oF 'd ( 6F> 1 JX1 d OF p f"l d OF p @
—udx= |\u— — ——udx = — ——udx
x, 0V’ ay’ , dxay’ x, dx 0y’

X0 X
=0 pues
u(xo)=u(x,)=0

El tercer término se integra por partes dos veces resultando

*1 9F oF
u' dx = (u’ )

n

%o ayll ay Xo Xo dxayll

1 *1.d OF

u' dx

=0 pues
u’(xo)=u'(x1)=0

_ ( d 6F>
B udxay”

=0 pues
u(xg)=u(x1)=0

———udx = ——udx (3)

1 f"l d* OF f"l d* OF
, dx?ay" , dx?ay"

Xo X X

Reemplazando (2) y (3) en (1), resulta



0 fX1 <6F d 0F+d2 0F>d
= A, 3.3 X
% dy dxdy' dx?ady"”
Por la arbitrariedad de la funcién u = u(x) se obtiene la siguiente identidad conocida

como Ecuacién de Euler para el caso de funcionales que dependen de derivadas de

mayor orden dada por

oF d oF d* OF

dy dxay WW_

Ejemplo 1: Hallar la extremal de:

1
J@)=f(X+Vde
0

y(0)=0 y'(0)=1
y(=1 y'1)=1

Si aplicamos la E.E. para funcionales de derivadas de mayor orden para m = 2 queda

si las condiciones de contorno son {

——%F)+ GWJ—O €y

La expresion de F(x,y,y’,y") es

F(x,y,y,9") = (x +y")?
Calculando las derivadas se tiene:

2
F,=0  F,=0 Fu=2(x+y") j—x(Fy,) =0 %(Fyu) = 2y"
Reemplazando en (1) se tiene:
yV =0
Integrando miembro a miembro sucesivamente cuatro veces la solucién es
y = C1x3 4 Cx? + C3x + Cy
Calculando la derivada para aplicar las condiciones de contorno resulta
y'=3C1x% + 2Cyx + C4

Aplicando las condiciones iniciales se tiene:

y(0)=C,=0
y(1)=C1+C2+C3+C4=1
y'(0)=C=1

y,(l) = 3C1 + 2C2 + C3 =1




Sistema cuya solucion es:

Luego la solucion Unica es:

Ejemplo 2:

Estudiar la forma que adopta una cinta C rectilinea metalica flexible y uniforme, la cual
estd empotrada en sus extremos, y obligada a pasar por n puntos. Considerar pequefas
deformaciones y despreciar la influencia del peso.

La pregunta es ¢qué forma adopta?

Figura 1

Obtencion del Modelo Mateméatico

La forma que adopta la cinta es aquella que acumula menor energia potencial, 0 menor
deformacidn a partir de la forma recta.

Esta deformacidn se mide con la variacion espacial de la pendiente de la recta tangente
cuantificada con y"'.

Luego el funcional a optimizar es:

X1

9 = [ yrax

X0

Nota: Si se multiplica este funcional por la constante de resistencia a la flexion se
obtiene la energia potencial acumulada en la cinta.

Agreguemos al modelo las condiciones de contorno, las cuales vienen dadas por

{Y(xo) =y, V'(x)) =tana
y(x) =y, y'(x)=tanp



Solucion:

Aplicando la ecuacion de Euler correspondiente se obtiene

dZ
—@M=0 = y"=0

cuya solucion general estd conformada por polinomios de 3° grado dados por:
y = C1x3 + szz + C3x + C4_

Note que para hallar las constantes se necesita de 4 condiciones de contorno. Si se le
exige a y = y(x) que pase por n puntos seguramente caeremos en un sistema de
ecuaciones indeterminado. La solucion a esto es hacer ajustes por tramos considerando
de a dos puntos a la vez, y colocando como condiciones de contorno las dos
restricciones que le exigen a la cinta pasar por los puntos contiguos, mas dos
restricciones que busquen que la cinta no muestre quiebres entre ajustes adyacentes.
Para lograr esto, se existe que la derivada de los ajusten que se hacen a ambos lados de
cada punto tengan la misma pendiente en el mencionado punto. Estas curvas se conocen
como splines.



Funcionales que dependen de mas de una funcion

Objetivo: Optimizar el funcional dependiente de varias funciones
X1
Jdy2) = f F(x,y1,¥2,y1,¥2) dx
Xo

con las Condiciones de Contorno correspondientes a cada una de las funciones:

{3’1(950) = Y10 y2(X0) = Y20
y1(x1) = Y11 V2(X1) = Y21

Se utiliza la Ecuacién de Euler para cada funcién segin corresponda a sus
caracteristicas de tal manera que se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales de
segundo orden:

d
Ecuacién de Euler para y, By, —— (Fy)=0

d
Ecuacion de Euler para y, E, — T* (Fyé) =0

Demostracién: Supongamos que y; e 1y, optimizan al funcional J(yq,y,).
Consideremos arbitrariamente dos funciones u; = u;(x) y u, = u,(x) diferenciables
y acotadas tales que

uy (x9) = ug (1) = up(x0) = up(xy) =0

Para € > 0 lo suficientemente pequefio, las funciones y, + euy, y, £ €u, son pequefias
variaciones de las funciones dptimas y;, y, que satisfacen las condiciones de contorno.

Si consideramos la funcion

I'(e) = J(y1 + euy, y, + €uy)

resulta necesario que I''(0) = 0. Luego
X1 d

I'(e) = j EF(x, Y1+ €Uy, Yo + €Uy, V1 + EUL, Y, + EUL)dX
Xo

*1(OF
= f <— (x,y1 + €uq, y, + €Uy, y1 + €Uy, Yy + U Uy
Xo ayl

+ O_y’ (x, y1 + €uq, y, + guy, vy + €uy, y, + eué)ui) dx +
1

*1(oF
+] <_ (x,y1 + €uy, y, + €uy, y1 + €uyg, y, + eum)u,
Xo ayZ

JF
+ B_y’ (x,y1 + euq, y, + €uy, y; + €uy, y; + eué)ué) dx
2

Luego, evaluando en € = 0 y reduciendo notacién como antes, resulta que



0=Tr"(0) fX1<aF 2 ’>d +fx1<aF 2 ’)d
= = —u +=——u; |dx — Uy, + ——u; |dx
xo \0V1 ! dy; % \0Y2 ? dy, *
Integrando por partes y usando las condiciones de contorno al igual que cuando
dedujimos las EE para una funcién incognita, resulta

0 J‘xl <aF d 6F>d +fX1 (aF d 6F>d
= w|lz=———==|dx Uy | s————%5—)dx
o \oy, dx dy, %y 2\dy, dx 0y,
Como u,(x) y u,(x) fueron elegidas arbitrariamente, resulta que una condicion

necesaria para que el par de funciones y;(x) e y,(x) sean extremales de J(y,,v,) €S
que se verifiquen las EE planteadas para y; € y,.

Ejemplo: Encontrar las extremales de

Vs

2
J(,2) = j (v'? + 2% + 2yz)dx
0

Sabiendo que
y(0)=0 v/ =1
z(0) =0 z(M/5) = -1
Solucién:

Se calcula la E.E. correspondiente a cada funcién
Sistema de EDO

Para resolver el sistema se trabaja en forma analoga a como se trabaja con sistemas de
ecuaciones algebraicas, aplicando por ejemplo el método de sustitucion. Para ello, se
despeja una funcién incdgnita de una ecuacion para reemplazarla en la otra con el fin de
obtener como resultado una EDO en una sola variable, la cual debemos resolver
aplicando los conocimientos de Célculo I1.

En este caso puedo despejar la funcion z de la primera y reemplazarla en la segunda
ecuacion. Elegimos la funcion a despejar de tal manera que, la operacion a realizar en
la segunda ecuacidn para obtener una EDO en una sola incognita, sea derivacion, nunca
integracion.

2z—-2y" =0 = z=y"
En la segunda ecuacion aparece la derivada segunda de z, la cual se calcula derivando

n

7 = y — le — yllll

Reemplazando en la segunda ecuacion se obtiene

2y —2z"=0 = 2y =2y"" =0



Luego la EDO a resolver es con los métodos vistos en Calculo 11 son:
2y —2y"" =0
Resulta una EDO homogénea de cuarto orden cuya ecuacion caracteristica asociada es
r*—1=0
Las raicesson: r;, = £1 T34 = £1j
Luego la solucion General de la Homogeénea es:
y = Cie* + C,e™* + C3 sen(x) + C, cos(x)
z=y"=Ce*+ Cye ™ — C3sen(x) — C4 cos(x)

Las constantes se obtienen reemplazando las condiciones de contorno

y(0) =0 y(*/y) =1

z(0) =0 z(”/z) =-1

y(n/z) =1= Clen/z + Cze_n/z + Cs
z(0)=0=C,+C,—Cy } = =0 =0 =1 (G=0
z(Mfy)) =-1= Cre/2+ Ce™"2 - C3)

La solucién Unica del problema es

{ y = sen(x)
z = —sen(x)
Ejercicio: Optimizar
T
J(,2) = J (4y'% + z'? + 2yz — x?)dx
0

usando las condiciones de contorno

{y(O) =1 y(m=0
z(0)=8 z(m) =0



Principio de Hamilton

Principio de Hamilton de la accion minima:

Considere un sistema mecénico (conservativo) con variables de estado g = q(t),
energia potencial V' y energia cinética T. La evolucion temporal de sus variables
de estado entre los tiempos t, y t; serd aquella que minimice la integral del
Lagrangiano dado por L =T — V, esto es:

ty

I(q) = f L(t,q,q) dt

to

Ejemplo 1: Sistema masa-resorte sin friccion

En un sistema masa resorte, la variable de estado
q = x es la posicion de la masa relativa a su
posicién de equilibrio. Ademas, la expresion de la
Energia Cinética esta dada por

, E’"—l

T = —mx? ¢
2 X
y de la Energia Potencial es [
1 2
V=35 kx Figura 2

Segun la definicion del Lagrangiano

N1 1
L(t, x,%) =§mx2 —Ekx2

Este Lagrangiano depende de t a través del desplazamiento x, y la velocidad x.

Aplicando la E.E. se tiene

oL d (OL)

ax  dt\dx

L, = —kx
: d "
Ly = mx = E(L"‘) = mi
Reemplazando en la EE
mi +kx =0

Se llega a la misma ecuacion de movimiento que se obtiene al aplicar las leyes de
Newton.



Ejemplo 2: Péndulo simple

v

Figura 3

De la Figura 3 se obtienen las ecuaciones del vector posicién 7(x,y), donde £ es la
longitud de la cuerda y 6 el angulo que forma la cuerda con el eje vertical “x”.
Teniendo en cuenta las relaciones trigonométricas se tiene que

7= (x,y) = (£cos(0),£sen(H)) 0 = 6(t)
P = (—{’ sen(6) 6, ¢ cos(0) 9)

7 = 262
Luego la Energia Cinética serd
1 .2 1 .
T = Em”r” = Emfzez

La Energia potencial es
V = —mg¥ cos(0)
Luego la Lagrangiana resulta

L(t,6,0)=T—-V

1 .
L= Em{ﬂez + mg? cos(0)

Aplicando la E.E. resulta
Lg = —mg¥ sen(6)
LQ = m#zé
d .
E(Lé,) = me2h
Luego reemplazando en la E.E.
d
Ly——(Ly) =0
—mg? sen(8) — m£?6 = 0
20 + gsen(8) =0

Normalizando la E.D.O. se obtiene



0+ %sen(@) =0

Ecuacion Diferencial no Lineal de segundo orden, que no se puede resolver
analiticamente y se debe recurrir al auxilio de los Métodos Numéricos

Sin embargo, si suponemos pequefias oscilaciones por ejemplo 6 < ”/15 = 0.21 ,
para estos valores de 6 se cumple que sen(8) = 6.

Por ejemplo para 6 = 10° = 0.17365 radianes sen(10°) = 0.173648
Entonces para pequefias oscilaciones se puede reemplazar sen(68) por 6 obteniendo

. g
i+20=0
t7

EDO Lineal de segundo orden con coeficientes constantes cuya solucion es, teniendo en

cuenta que las raices de la ecuacion caracteristica son + \/gi ,

6 =0(t) = Clcos<\gt> + C, sen(\/%t)

En esta expresion la frecuencia angular es

w={2
£
21 \/;
T=—=2m |-
w 9

Note que si aumenta la longitud ¢ del péndulo, entonces el periodo T es mayor, y por
ende, disminuye la frecuencia angular w. Luego el péndulo se mueve més lento si se
aumenta la longitud del péndulo.

Luego el periodo del péndulo es:

Ejemplo 3: Péndulo articulado
De la figura 4 se puede expresar

x = €, cos(0,) + ¢, cos(8,)
y = {; sen(6,) + £, sen(6;)

7 = (€4 cos(0;) + €, cos(0,), £, sen(6,) + £, sen(h,))

P = (—9151 sen(6;) — 6,4, sen(6,) ,0,¢; cos(6;) + 6,4, cos(HZ))

2 . . ..
||F|| = vz = 912[12 + 622[22 + 291925152 COS(91 - 92)



v

S-S

xy)

Figura 4

Por lo tanto, la expresion de la Energia Cinética y Potencial es

T = %m”?”z = %m(@lzflz + 6.22522 + 2919281[2 COS(H]_ - 92))

V = —mg(¢; cos(6;) + ¢, cos(6;))
L=T-V=L(t6,,6,6,6,)

Ejercicio: Aplicar las Ecuaciones de Euler para modelar la evolucion del sistema.

Caso General
En general

L = L(t,ql,qz, ....... ,qn,ql,qZ, ........ ,qn)

donde las g; se llaman coordenadas generalizadas. Estas variables pueden ser x,6, o
cualquier otra variable segun la naturaleza del problema.

Luego las expresiones de la Energia Cinética y Potencial seran

T = T(t, ql, qZ, e aan iy qn, (:11, (:12, TR qn)

V = V(t, ql, qu v ey qn)
Sabiendo que

L=T-V

Se aplica la E.E. para cada una de las funciones g;

O r-w d(aT)—o vi=1

20, at\aa, = i=1,..,n

Obteniendo un sistema de n - Ecuaciones de Euler y se llaman Ecuaciones de Lagrange.
También podemos usar otra notacion

d

(TQi - qu) - %

Tfh':O



Ejercicio: Plantear y resolver las ecuaciones resultantes de aplicar el principio de
Hamilton, para un sistema para el cual:

T=q+d°+¢°
V =2q9;

L=q+d*+d"—2qq;
Para q; laE.E. es

_ d
qu =1- ZQZ qu = qu d_tqu qu
d
L‘h - d_tL(h =0
1 - ZQZ - qu = 0
i+ g = 1
1 T 42 = )
Anélogamente se procede para g, Y se obtiene la E.E. correspondiente:
G2+q:1 =0
Obteniendo el sistema de EDO:
i+ g = 1
1 T 42 = >
G2+q1=0

Despejando de la primera ecuacion g, y derivando dos veces, se reemplaza en la
segunda ecuacion obteniendo

- i+ 1
g2 = —q; )
0"~ q; =0

Solucion:

g, = Ciet + Ce™t + C5 sen(t) + C, cos(t)
1
gz = —Ciet — C,e ' + Cysen(t) + C4 cos(t) + >
Ejercicio: Halle la evolucion del sistema considerando las siguientes condiciones de

contorno:

1
a0 =1 GO=0 q¢@0)=7 7,(0) =1



