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) FUNCIONALES DE LA FORMA
X1

Jd) = f F(x,y,y")dx
X0

con las condiciones de contorno y(x,) =y, y(x1) =y
La funcion y(x) que minimice (o maximice) al funcional J(y) cumple la siguiente Ecuacion de
Euler (EE):

JdF d (aF) —0 1
dy dx\ay') M
O equivalentemente
d !/
Fy—a(Fy’)= (1)

La Ecuacion de Euler (1) conduce a una ecuacion diferencial ordinaria (E.D.O.) de segundo
orden que hay que resolver en cada caso.

La solucién de la E.D.O. se llama extremal, solamente entre las extremales existe la solucion
“que hace minimo o méximo al funcional J”

Elegimos aquellas extremales que cumplan las condiciones de contorno.

Casos particulares de la formula de Euler

a) F=F(x,y) = F no depende explicitamente de y = F, =0 = La ecuacion de Euler

queda
d :
a(Fy,) =0 0 equivalentemente E, =(; (2)

b) F=F(y,y) = F nodepende explicitamente de x = La ecuacion de Euler es:
F—yF,=C 3

1. Hallar la extremal de:

a) J() = [, (2ysenx —y'?) dx con  y(0) =0, y(m) =0
b) I = J;"°(* +2yy'— 16y*)dx con  y(0) =0, y(/8) =2
0) JO) = J, ' +y?) dx con  y(0)=1, y(1)=e
d) JO) = J, 0 + 1) dx con  y(0) =1, y(1)=2
&) JO) = J, (xy — y'?) dx con  y(0)=0, y(1)=1
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2. Encontrar la trayectoria de un rayo de luz para los siguientes casos:

_ _ — -1 =1
AV=x bV=y oV=.y V== V=7

3. En la figura se observa una curva C '

que une los puntos (x;,y1) Y (x2,v5)

que gira alrededor del eje x. La

expresion del area de la superficie *uys)

generada por esta curva puede ser
hallada (de  manera  opcional)

aplicando los conocimientos de

Integrales de Superficie vistos en el
curso anterior. De esta manera, puede

hallarse que la expresion del area de la superficie es:

X2
A=27rj yyJ1+y2dx

X1

Encuentre, entonces, la curva C que genere una superficie minima.

4. Se acelera una masa m que esta en reposo, hasta llevarla a velocidad Vy en un tiempo T. Se
quiere minimizar la cantidad de combustible consumido por la maquina impulsora, cuyo
gasto (gr/seg) es proporcional al cuadrado de la fuerza f(t) ejercida sobre la masa.

Suponer que la resistencia (S, cte de frotamiento) es proporcional a la velocidad. Encontrar

la expresion de la v(t).

I1) FUNCIONALES QUE DEPENDEN DE DERIVADAS DE MAYOR ORDEN
X1
I =f Fx,y,,y"y",....y"™) dx
X0

Las condiciones de contorno son (C. C.):

y(x0) =yo, ¥'(X0) =¥10, ¥ (X0) = Y20, - y(m_l)(xo) = Y(@m-1)o

yx) =y, ¥ ) =y, ¥ = Y21, e, YD) = Yime1n
La funcion y(x) que minimice (o maximice) al funcional J(y) cumple la siguiente Ecuacion de
Euler (EE):

2 m

d d
Fy == (Fy) + 5 (Fy)to. HED" o (Fyem) =0
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5. Determinar la funcion extremal del funcional:
a) J() = fol(x +yM2%dx quesatisface y(0)=0, y(0)=1, y()=1, y(1)=1
b) J() = [2(v? = (y")?)dx que satisface ¥(0) =0, y'(0) =1, y& =1, y() =0
) J) = f_ll(y”z — 2y) dx que satisface y(—=1) =0, y'(-1) =0, y(1) =0, y'(1) =0
d) JO) = J, (v + yy) dx que satisface y(0) = 0, y'(0) =1, y(1) =2, y'(1) =4
&) JO) = [ @xy + (")) dx
f) J) = fol(y2 +2y"% +v"% + 2y'y"") dx que satisface

y(0)=0, y'(0)=3, y(I)=e, y(1) =e+e*

I11) FUNCIONALES QUE DEPENDEN DE MAS DE UNA FUNCION
X1
JOLYy2) = j F(x,y1,Y2,¥1,Y2) dx
Xo

Y1 (X0) = Y10/ Y2(Xx1) = Y20
Y1(%0) = Y11, Y2(X1) = ¥21

las E. E. para cada una de las funciones son:

Las C. C. son: {

d
E, ——F =0

y y
! ccllx ' Sistema de dos EDO’s de 2° orden
By, = 5=Fyy =0

6. Encontrar el par de funciones extremales de:

a) J(y,z) = fon/z(y’2 +2'% 4+ 2yz+ x)dx con y(0) =0, y(g) =-1,2(0)=0, z (g) =
1

b) J(v,2) = fol(—Zy +2yz'—y'? +2'%)dx con y(0) =1, z(0) = -2, y(1) =, z(1) =
—e

¢) J(y,z) = f:(yz +2z%+yz+y'z)dx

IVV) PRINCIPIO DE HAMILTON

Principio de Hamilton de la accion minima
. ;- f t
Un sistema mecéanico (conservativo) se desplaza desde t; a t, en forma tal que ft % Ldt tenga un
1
valor extremo. La funcion integrando L es la ‘‘Lagrangiana’’
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siendo L=T-V donde VV = Energia Potencial T = Energia Cinética

7. Hallar las ecuaciones de movimiento de los siguientes sistemas aplicando el principio de
Hamilton a:
a) Sistema masa-resorte
b) Sistema de dos masas y tres resortes
c) Péndulo simple

d) Péndulo planar con dos brazos articulados

Caso General

En general: L=L(tq1,qz - v Q1 G2y e vvennns ,dn)

8. Plantear y resolver las ecuaciones resultantes de aplicar el principio de Hamilton, para las

distintas expresiones de la energia potencial y cinética:

_ .2 . 2
a) T=qg:+q¢."+q } L=gq;+ %+ q,% - 2q:q;

V =2q,q;
) 1,
con q1(0) =1,4,(0) =0, q,(0) = > q2(0) =1
b) T =4q.9, ©) T=¢"+dq:1G:+q d) T=¢,"+q:1q,
V=aq4q: V=q+q* V =q,°

V) EXTREMOS CONDICIONADOS
Optimizar

X1
J(YLyZ’---;yn):f F(xX,y1, Y2, Y Y1 Yar - Yn) dX
Xo

sujeto a los enlaces:
b6V, Y2 Vo Y1, Var -, ¥n) =0 Vi=1:m (debe ser m < n).
Se debe armar el funcional
F*=F+ Y, A¢;, con A; = 2;(x),

el cual tiene m + n incognitas (n- y; + m- 4;). Se plantean “n” EE mas m enlaces

s _ 4o _ . 4.
ij dxij—O, j=1n

9. Hallar la extremal de
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2 12
a) J,z) = fol (y?+ zy' +ZT) dx sujeta a z—y'=0

Con las condiciones:  y(0) =1, y(@)=el, z(0)=-1, z(1)=-e

b) J(y,2) = fol(ZZ —y'z")dx sujetaa z'—y =0
siendo y(0)=2z(0)=z(1)=0, y(1)=1/24

¢) J.2) = fol(xy —y'z+Z7"y)dx  sujetaa z =2y’
siendo y(0) = i , z(0) =0.

d J,z)= fozn(yz’ +y'z + 2yz)dx sujetaa y'—z'= cos(x)

UNSJ

VI) EXTREMOS CONDICIONADOS (Problemas isoperimétricos)

Optimizar

JO) = [ Foy,y)dx sujetoa [['Fi(x,y,y)dx={, i=1lm

Se debe formar el funcional

el cual tiene m + 1 incognitas (variable funcional y mas m variables escalares 4;).

AlaE.E.

se le agregan los m enlaces.

10. Hallar la extremal de los siguientes problemas isoperimétricos:

a)Jy) = foly’z dx sujetoa folydx =1
Siendo las condiciones de contorno y(0)=0 y()=1

b) J(y) = fol(y2 +y'?)dx  sujetoa folydx =e
Siendo las condiciones de contorno y(0)=2, y(1)=e+1

c) Jiy,z) = fol(y’2 + 7' —4xz' —4z)dx  sujetoa fol(y’ —xy'—2z'*)dx =2

Siendo las condiciones de contorno y(0)=2z(0)=0 y1)=z(1)=1
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SOLUCIONARIO

e Ejercicio 1l

a) y(x) =senx

b) y(x) = 2sen(4x)

c) y(x) =e™*

d y(x)=x+1

e) y(x) = —1—12x3 +§x
e Ejercicio 2

) {x(t) = C;sent o ambién {x(t) = C; cost
y(t) = —C;cost + C, y(t) = —C;sent + C,

x(t) = —Cycost + C,

b) {x(t) = —(C;sent + C,
y(t) = C;sent

y(t) = C; cost 0 también {

sen 2t

— & =
c) {X(t) T Grpse@r G 0 también {x(t) i (t o ) -
y(t) = Cycos®t y(t) = Cysen?t

x(t) = 2C; senht + C,
I
y(t) = C; cosh*t

e Ejercicio 3

y(x) = C; cosh (x—CZ)

C1

{x(t) = Cit+C,
y(t) = C; cosht

e Ejercicio 4
Agregar condiciones iniciales y resolver

e Ejercicio5

a) y(x) =x
b) y(x) =senx
c) y(x) = 2—14x4 - 1—12962 + i
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d) y(x) =x3+x

7
e) y(x) = % + C1x° + Cox* + C3x3 + Cyx? + Csx + Cg
f) yx)=e*+(x—1)e™*

e Ejercicio 6

a) {y = —senx

Z = Ssenx
y=e’
) {Z=—1—ex+x

0) {y = Ce™V3* 4 C,eV3* — ¢y cosx — Cysenx
z= Cle“/gx + Cze‘/gx + C3cosx + Cysenx

e Ejercicio 7

a) mi+kx=0

) {mljél + k1x1 + kz(xl - xZ) = O
mzjéz + kz(Xz - xl) + k3X2 = O

C) é+%sen6 =0
d)

{ €145 cos(qr — qz2) G1 + f%éz - {)1{)2‘?5 sen(q; — q2) — g¥, sen(qz) =0
(my + mz)%‘.ﬁ + myt1€; cos(qy — qz) G + myt,q; sen(qy — q) — (my + my) gty sen(q) =0

e Ejercicio 8

1, 1 1
ql(t)=ze t+;cost+;sent
? (t) == —Ze ' +-cost +=sent
q.(t) =5 —e ~cost +sen

b) {ql(t) = C;cost+ C,sent
q,(t) = Cscost + C,sent

C) {ql(t) = _%eZt - %e_Zt + C3t + C4
q2(t) = Cie* + Cre™?t
_ _ G 2t G -2t
d) {ql(t) - 2 e 2 e
qZ(t) = CleZt + Cze_Zt + C3t + C4_
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e {ql(t) = _%t3_61t2+63t+64
q2(t) = Gt + ¢4

e Ejercicio 9

X

y=e
a) { s
zZ = —e
1 1
y=_x6__x2
b) 6 8
1 4 1 3
Z=—x*"——x
24 24
1 1
y=—=x3+=
24 24
c) 1,
zZ=—-Xx

y = Zsenx + Cy
d) 2

1
Z=—Esenx—C1—2

e Ejercicio 10

a) y=—3x%+4x
b) y=e*+1

=—-15x2 +1
0) {y 5_x + 16x
zZ=x



