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Tabla de transformada de Laplace

f() F(s) = L(f(t) Observaciones
1 af(t) + bg(t) aF(s) + bG(s) Linealidad
2 f(at) lr (i) Cambio de escala
a \a
3 et f(t) F(s—a) Traslacion en s
A ft—a)u(t—a) e"%F(s) Traslacionen t
a=0
5 | f'(t) con f(t) continua sF(s) — f(0)
s | f(©dondenesel | s"F(s) =" (0) = sTTE(0)
orden de derivacion —...=sf=2(0) — F™=D(0)
t
7 j f(w)du @ u : variable muda
0 s
nE(D) F™(s) es la derivada
t"f(t
8 (—D)"FM(s) n-ésima de F (s) respecto
n = exponente
des
9 @ f F(u).du
t s
t" n!
10 Sn+1
n=2012,..
11 et !
Ss—a
12 ‘ e
sen(at) 71 a2
13 ‘ u
cos(at) 71 a2
a
14 senh(at) m
S
15 COSh(at) m
1 Funcion Escalén unitario
16 u(t) - o
S de Heaviside
Funcion Impulso Unitario
17 6(t—a) e~ » )
(funcion Delta de Dirac)
18 F6) = F(E+T) 1 fT o p Funciones periodicas
t)=f(t+ ——— | e7Stf(t)dt
1—esT ), A T = periodo

Teorema del valor Inicial:

Teorema del valor Final:

limf(t) = limsF(s)
t—-0 S$—©

limf(t) = limsF(s)
t—o s—0




Transformada de Laplace

Definimos la Transformada de Laplace de f(t) como

LE@) = [ F©ede=F(s)

Donde consideraremos a s una variable real y et es llamado n(cleo de la transformacion.

@ @

Dominio de tiempo Dominio de frecuencia
t s
Dado que el limite superior de la integral de la definicion es infinito, estamos en presencia de una
integral impropia, esto es:

0 T
f f(e stdt = %imf f(e stdt
0 ~*Jo

La existencia de la transformada de Laplace esta condicionada a si esta integral impropia converge
para al menos algunos valores des. Es por ello que esta definicion la aplicamos a funciones
continuas o continuas por partes, de orden exponencial y que tienen valor distinto de cero parat > 0,
0 sea, funciones causales.

EJERCICIOS
PARTE 1: TRANSFORMADA DE LAPLACE

Problema resuelto:
Resolver: L(f(t)) = F(s) para
f(t) =3t2+ 2+ te™t + e?'sen(3t)
Solucion: F(s) = L(f(t)) = 3L(t%) + 2L(1) + L(te™") + L(e?*sen(3t)) (por prop. 1)

L(t?) =% (por prop. 10) LA)=LE)=TF=1
L(e™t) = (Sil) (por prop. 11) L(te™t) = —%(ﬁ) = (S+11)2 (por prop. 8)
L(sen(3t)) = e (por prop. 12) L(e?'sen(3t)) = (s—mﬁ (por prop. 3)
Por lo tanto:
I S -
(s)_s3 s (s+1? (s—2)2+9

1) Usando las propiedades indicadas, resolver:
a) L(cos(at)) usar propiedad 6 paran = 2
b) L(u(t —a)) usar propiedades 16 y 4 ¢ la definicion




2)

3)

4)

sen(t)

c)L (T) usar propiedades 12 y 9

eat_e—at

d) L(senh(at)) usar propiedad 11 recordando que: senh(at) =

e) L(cosh(at)) usar propiedades 5y 14

f) L(sen(at))  usar propiedades 13y 7

g) L(t? cos(at)) usar propiedades 13y 8
h) L(g(t)5(t —a)) usar propiedad 17

Aplicar el teorema del valor inicial y del valor final:

a) f(t) =t? b) f(t) =te™* ¢) f(t) = e tsen(at)

El Teorema de Existencia de la Transformada de Laplace brinda una condicion suficiente pero no
necesaria. Esto es, si una funcion cumple con las hipotesis (continua por partes y de orden
exponencial) entonces existe su transformada, pero si no cumple con dichas hipotesis puede que

la transformada exista o no. Verificar esta situacion usando algun software online con las

funciones

1 1
8) f(&) =% b) f() =+
Calcular la transformada de Laplace de:

a) g(t) = t%e™ "t
b) g(t) = e~%¢ cos(3t)

La funcidn escalon unitario de Heaviside, u(t), es muy utilizada en ingenieria, y esta definida por:

A u(

t<o0
t=0

u(®={)

5)

Usando a = 2, grafique las siguientes funciones sobre el dominio t > 0.
a) t? b) t2u(t — a) ¢) (t — a)®u(t — a).



Problema resuelto:
Seaf(t)z{Zt 0<t<1

. rS 1 encontrar F(s) utilizando la expresién anterior.
Solucion:

f®) =2t+(t—20)u(t—1) =2t —tu(t—1)

2
LUF®) =z~ Lu—1)
Para calcular L(tu(t — 1)) usaremos la prop. 4 que establece que:
L(f(t—a)u(t —a)) = e ¥F(s)
Por ello deberemos expresar a la funcién t de otra manera, para poder visualizarla como desplazada
en una unidad como lo esta u(t — 1):
1 1

Ltu(t—1))=£L(t-1+Dut-1)=L((t—Dult—-D)+ L(u(t-1)) = e+
Por lo tanto
2 _ (1 1
L) = - (5 +)

S

6) Calcular la transformada de Laplace de:
a)gt) =@t+Du(t—-1)
b) g(t) = e?"tu(t — 2)
) g(®) = (* - Dut-1)

7) En los siguientes problemas formar la expresion analitica de los pulsos y calcular la transformada

de Laplace
a) b) c)
A A
r® f@©) ot
b f———— sl _____ _ ,
| 1 [ /2
i o |
t > 1 ! t . |
2 3 4 > ' 4
a 2a
_(sen(t) si0<t<m _fe’t sio<t<3
D) = {3 sit>m e)f(t)_{o sit>3
2 - ' i0<t<m
f ={t 4t+3 sil<t<3 ={cos(t) si
) ®) 0 en otro caso 9) f(©) sen(t) sit>mw

h) f(t) = tu(t— 1) + t?5(t — 1)




Problema Resuelto:

Recordando que la transformada de Laplace de una funcion periodica f(t), con periodo T es:

—st

1 T
LP©) = gz | ¢ FOe

Calcular F(s) de la siguiente funcion periddica:

1 0<t<a
— t A
F@® {—1 a<t<la f®
para la cual T = 2a 1 — E—
|
| |
i
a: Zdl 34I
1 | ' |
Solucion:
. Método |
1 T 1 a 2a
F(s) = — St dt = ———— st 1dt + —St(=1)dt; =
0 0 a
as  _as
B 1 1—2e7% +e72% (1 — e™95)?2 _1lez —e72
11— (e—sa)2 s T s(l—e ) (14+e %) s e% N e—%
1 as
F = —tanh(—
(s) S an (2)
° Método 11
f@) =1-2u(t—a)+ 2u(t — 2a) — 2u(t — 3a) + -
1 2 2 1 2 2 2
F(S) — ___e—as +_e—2as __e—3as + = __+___e—as +_e—2as __e—3as + =
s s S S s S S S S
2 [oe]
= ——4 - Z(_e—aS)k]
s s
k=0

. s . , _ 1 —
Aparece una serie geométrica de razén r = —e~% la cual converge a —— Por ser [r|=e"* < 1ya

que as > 0 cuando s > 0. Luego
1 2 1 —(1+e™+2 1 1—e—as]

F = ——4 - = = —
(s) s +sl+e‘a5 s(1+ e %) sll1+e 9

. F(s) = %tanh (g)

8) Calcular F(s) de las siguientes funciones periodicas.

b) £ty

a 2a

Ve




PARTE 2: ANTITRANSFORMADA DE LAPLACE

Dominio de tiempo Dominio de frecuencia
t
s

[']

9) Usando latabla, calcular £71(F(s)) siguiendo el orden sefialado:

1= 2 3) —= e ™
M ) =2y ) =2)2 W 22
-S

bl) 211 b2) 14 b3) s(s2+4) b4) SG2ra)

1 s+2 c2) S 3 65—4

c1) (s4+2)2+4 52+45+8 ¢ )52—4s+20

= - L (L) 2= -1 (L)
)(s+1)2  ds \s+1 )(52+a2)2 " 2ds \s2+qa?

Convolucion de funciones:

t
£+ g(0) = f £GO.g9(t - x)dx
0

Ejercicio resuelto:

1
s2(s+1)

b= (B oo = [

t
= e"tj xeXdx =e t(xe* —e¥)|f=t—1+et
0

Resolver,l:_1 [ ] usando convolucién

Solucion:




10) Hallar L=1(F(s)) por convolucion:

1 3 8
) Goaye_p)y COne*h b) 5779 ) SGr2)
q 7 ;L 1
) (s—4)2 °) s4 ) s(s%2+3)
F(s) 1
9) s ) (s+2)(s2+4s5+20)

Fracciones simples o fracciones parciales

Cualquier expresion racional que toma la forma F(s) = %, donde P(s) y Q(s) son polinomios de

los cuales el grado de Q(s) es mayor que el de P(s), puede escribirse como la suma de fracciones
Bs+C
(s—71)¢ y (as2+bs+c)t’

parciales de la forma:

Se mostrara con ejemplos cdmo se obtienen estos coeficientes A, B, C, etc.

Problema Resuelto:
Luego de descomponer en fracciones simples a F(s), se calcula la antitransformada de Laplace de
esta expresion.

Caso A: Los ceros del denominador son todos niUmeros reales.

S _ A B C D {
G-22G-DG12 s-1 stz Gz 5=z @

Multiplicando sucesivamente ambos miembros por (s — 1), (s + 2), (s — 2)?, y haciendo tender en

F(s) =

cadacasos —» 1,s » —2,s — 2, respectivamente, obtengo A, By C, 0 sea:

Aol (s—1)s 1.1
T |G-226-1)(s+2)] 3
B 1 (s+2)s 1
T |-22G-D(+2)| 24
Coli (s —2)%s 1
T2 |G-22G6-Ds+2)| 2

Para calcular el valor de D se da cualquier valor a s en la expresion (1), por ejemplo s = 0,
obteniendo
AT y N SR
-1 2 4 =2 2 24

Otra forma (mas conveniente): multiplicando ambos miembros por s y hacer tender s - o




9
llmsF(s)—O A+B+D=>D=—-A—-B=——

24
E ! : N 1 1 1 9
_ 3 24 2 24 _
Ll = — _ 2t tZt__ 2t t
o1 stz oo tioz) T3¢ g gttt T et =0

Caso B: Entre los ceros del denominador existen numeros complejos conjugados.
(s—1) A Bs+ D

F(S)z(sz+25+4)(s+2)_S+2+52+25+4
dondeAzéﬁrg[% =—%
Haciendo s =0 —%:%4- =>D=1
Haciendo s =1 O_g ¥:>B:—
Luego
-3 3541 3 %(5+1)—%+1_

F(s) =

G+2) T s2+25+4 a6+ G+1Z+3
_ -3 +3 s+1 ]+ [ ]
C4(s+2) 4ls+D2+3] 4l(s+12%2+3

“F(s)] = —Ee_Zt + Ze tcos(V3t) + %e‘tsen(\@t) = f(t)

11) Hallar L7Y(F(s)) :

2s+1 1
a) F(s) = (s—1)(s2-2s-3) f)F(s) = (s=1)3(s+2)
1
VES) = e 9 F(5) = ryem
253+10s52+8s+40 3s3-352-40s+36
C)F(S)=W h)F(s)=W
_ . _ (s-1)e73
d) F(9) = 5o ) F(S) = Gaerrasro
6) F(s) =—

s(s+1)3




PARTE 3: APLICACIONES A ECUACIONES DIFERENCIALES

Problema Resuelto:

y'+3y'+2y=e"%
Resolver: y(0)=1 aplicando la Transformada de Laplace
y'(0) =2
Solucion: Transformando a ambos miembros, usando la notacion L(y(t)) = Y(s) y la propiedad 6,

se puede plantear:

S2Y(s) = sy(0) — y'(0) + 3[sY (s) — y(0)] + 2¥ (s) = —
Y(s).(s*?+35s+2)—s—2-3 :s-|1-2

Y(s).(s+2)(s+1)=s+%+s+5

s247s+11
Y(s).(s+2)(s+1) =—0" "=
(5).(s+2)(s+1) T2
s2+7s+11 A B C

Y(s) =

G+22G+D) G122 G+ GrD
+2)%(s? +7s +11)]
(s+2)2(s+1) -

A = lim l(s
s—>—-2

[+ D2+ Ts+11)]
L e b

Multiplicando por s y haciendo s — oo se obtiene:
limsY(s)=1=0+B+C=>B=1-C=—4

S—0

y(t) = —te %t — 472t 4+ 5et

12) Problemas Propuestos:

y" + 5y + 4y = 20et y"+ a’y = f(t)
a) y(0)=0 b) y(0) =4
y'(0) = -2 y'(0)=B
7 '"_3}’”"'3}"_3’:#9%
y'" + 9y = 18t Y B
o] y(0)=9 @ { o
y'(0)=0 | 2
y"(0) =6
, 1 0<t1
Y + 4y = £(£) of @ ={; £>1
e) y(0) =0 para ) =ult—-2)
y'(0) =1 i)f(t) =46(t)

w)f(t) = 6(t - 2)




13) En el instante t = 0 se aplica una FEM impulsiva §(t) al circuito de la figura. Hallar i(t)

sabiendo que las condiciones iniciales son nulas.

R
—
L=1Hy
—C R = 1000 ohm
E)O C = 1/1690000F
NN\

L
14) Un circuito serie RLC (L = 1,R = 1000,1/C = 1.250.000) se cierra en t = 0, siendo la carga

en el capacitor Q, = 1. Transcurrido 2 seg. se le aplica una FEM continua de 1 volt. Halle q(t) e

i(t).

15) Un sistema masa-resorte tiene una masa = 1, constante de amortiguamiento = 2, constante del
resorte =10, y fuerza externa f(t) = e~¢. Calcular la posicion y la velocidad si en t = 0:
a) la masa es retirada una unidad y soltada
b) la masa es golpeada desde la posicién de equilibrio, imprimiéndole una velocidad unitaria

c) las condiciones iniciales son nulas

PARTE 4: APLICACIONES A SISTEMAS LINEALES, CAUSALES E INVARIANTES

Sistema
f@® > h(t) » y() =f()*h(®)
Sefal de entrada Sefal de salida
0 excitacion 0 respuesta

Representacién de un sistema lineal

Sistema
F(s) > H(s) > Y(s) = F(s)H(s)

Diagrama en blogue de la funcion de transferencia

1

16) Un sistema lineal tiene una funcion de transferencia: H(s) = Gi?

Encontrar : a) R(6(t)), b) R(e™®), ¢) R(u(t — 2)),d) R(e~2%),e) R(f(1)) .

17) Si R(f(t)) = fotf(u)du. Encontrar H(s).

10



18) Un sistema lineal tiene para una entrada f(t) = t, unarespuesta y(t) =t + e~¢ — 1. Se pide:
a) funcidn de transferencia

b) respuesta a la entrada sen(t)

19) De un sistema lineal se conoce R(e™*) = e~ — e3¢, Se pide R(e™3t) y R(£ (D).

sen(2t)

20) En un sistema lineal la R(6(t)) = %sen(Zt) .Encontrar f(t) siR(f(t)) =t — >

PARTE 5: ECUACIONES DIFERENCIALES SIMULTANEAS

21) Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales

y'+x"=0 y0)=0 y'(0)=1
?) {y”—x'= 0 x(0)=2 x(0)=0
X'—y=0 x(0)=1 x'(0)=-1

0 {y”— x'— 4y + 2x = sen(t) y(0)=y'(0) =x(0)=0
y'+2x'+y=0
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SOLUCIONARIO

Ejercicio 1:
h) g(a)e™™
Ejercicio 2:
a) limf(t) = limsF(s) = oo limf(t) = limsF(s) =0
t—oo s—0 t—0 S—0
b) limf(t) = lirr(}sF(s) =0 ltirrgf(t) = limsF(s) =0
—00 d - §—0
c) limf(t) =limsF(s) =0 limf(t) = limsF(s) =0
t—oo s—0 t—0 S—00
Ejercicio 3:
) F(s) = [*
b) No existe
Ejercicio 4:
2
8) G(s) =
s+2
b) G(s) = (s+2)2+9
Ejercicio 5:

Graficar y analizar porque la funcion el item c) es una traslacion temporal de la del item a)
Ejercicio 6:
—_ 3 4
a) G(s)=e S(s_2+;)
—-25
b) G(s) = esj
Q) G(s)=e* (i +2)

s3 52
Ejercicio 7:
b b _2s
a) F(S) = P ;e
b) F(s) = 38_35 - ge"“

) F(s) = %(1 — 2e795 4 205
d) F(s) =5—(1+e™)

&) F(s)=—=(1—e%7)

N Fe=e*(5-3)-e>(5+3)
9) F(s) =5 +e™ (55)

h) F(s) = e‘s(si2+§+ 1)

Ejercicio 8:
2(1—e™9%5)
) F) = sadreas
1 b +1 _ 1
) ) = oy (e +5)
Ejercicio 9:
al) f(1) =t

a2) f(t) = te?



a3) f(t) = 3te?t + 3t%e?t

ad) f(t) = 2e2t~9(t — a)u(t — a)
bl) f(t) =sent

b2) £(t) = >sen(2t)

b3) £ () = 7 (1 — cos(2t))

b4) £(£) = 7 (1 — cos(2(t — 1)))u(t — 1)
cl) f(t) = e 2t cos(2t)

c2) f(t) = e ?*(cos(2t) — sen(2t))
c3) f(t) = e?(6 cos(4t) + 2 sen(4t))
dl) f(t) = te™t

d2) f(t) = isen(at)

Ejercicio 10:
8) f() =S
b) F(t) = —gsen(St) +§
c) f(t) =41 —-e™%)
d) f(t) = 7te*
o) f()="1
f) f(t) = g(l — cos(V/3t))

o) f() = J; fFG)dx
h) f(t) = 1—16e—2t(1 — cos(4t))
Ejercicio 11:
a) f() = ——e +2 e’ ——e -t
b) f(t) = Ee —Ete +— L t2g3¢t _Else_Zt
0) f(t) =2+2t+-cos(3t) + gsen(St)

d)
e)
f)

9)
h)

f(t)=1—t+§—e‘t
f(t)—l—e‘t(1+t+t2)

_1 2t 1 a2t
f) 6e +o te + - t — ;e

f() = ;e‘t + 3te‘t —gez cos (\/f ) +?e t/2 sen(\/z—gt)
f(t) = —2te® +3e7?" + 5te™*

) f(t) = (—36_2“"3) + %e"(t"3) cos(t —3) — %e"(t"3) sen(t — 3)) u(t —3)
Ejercicio 12:
a) y(t) =2et —4e7t +2e7%

b)
c)

y(t) = m — Acos(at) — %sen(at)

y(t) = 9cos(3t) — gsen(Bt) + 2t

d) y(t) = e (t2 — 6t +12) + et (—%tz — 4t — 11)

) y(t) = i— icos(Zt) + %sen(Zt) — G — icos(Z(t — 1))) u(t—1)

i) y(t) = zu(t — 2) — zcos(2(t — 2))u(t — 2) +sen(2(t — 2))u(t — 2)
iii) y(t) = sen(2t)

e)

13



iv) y(t) = %sen(Z(t — 2))u(t -2)+ écos(Zt)

Ejercicio 13:
q(t) = ﬁsen(lZOOt)e‘SOOt

i(t) = cos(1200t)e 00t — %sen(lZOOt)e‘SOOt
Ejercicio 14:

q(t) =
L os(1000(t — 2))e~500¢-2) —

(1250000 1250000
cos(1000¢t) e 500t 4 %sen(lOOOt) e —>00t

1
1250000

5en(1000(¢ — 2))e 502 )u(t — 2) +

1
i = 1 -2 -500(t-2) _ 1 t — 2))e—500(t-2)
i(t) (1250 sen(1000(t —2)) e 5500 cos(1000(t — 2))e
_ 1 ) —-500(t—2) 1 ) —500(t—2)> -2
T cos(1000(t — 2))e + 5500 sen(1000(t — 2))e u(t —2)
— 1250 sen(1000t)e 500t
Ejercicio 15:

a) x(t) = %e‘t + gcos(St)e_t + ésen(St)e‘t
b) x(t) = ée‘t - écos(St)e‘t + %sen(St)e‘t
c) x(t) = %e‘t - %cos(St)e‘t

Ejercicio 16:
a) y(t) =te™
b) y(t) =t2et
c) y(t) =(1—e 2D)u(t—2)
d y(t)=—-et+tet+e 2
e) ¥ =f(O)xe't

Ejercicio 17:
H(s) ==

Ejercicio 18:
a) H(s) =—

f+1 1 )
b) y(t) = Ee‘t —Scost +-sent

Ejercicio 19:
a) y(t) = 2te 3t
b) y(t) =2e7" « (1)

Ejercicio 20:
f(@) =4t
Ejercicio 21:
{x(t) =1 —%cost +%sent
y(t) = sent
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