SERIES DE FOURIER



FUNCIONES PERIODICAS

Diremos que una funcion f(t) es
existe un valor T > 0 tal que se cumple:

f&+T)=f(t)

si esta definida sobre Ry

Vt e R

Al minimo numero T que cumple esta condicion lo llamaremos periodo de f(t).

Note que una funcion periodica verifica que
f(t+nT) = f(t) VhnEeZ VteR

Luego, |la grafica de esta funcion se obtiene por
repeticion periodica de la grafica en cualquier
intervalo de longitud T
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FUNCIONES PERIODICAS
f(t) =sen(t) =sen(t + 2m) = f(t + 2m)
f(t) = sen(2t) = sen(2t + 2m) = sen(Z(t + n)) = f(t+m)

21 27
f(t) = sen(3t) = sen(3t + 2m) = sen (3 (t + ?)) =f (t + _)

Generalizando
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FUNCIONES PERIODICAS

Onda cuadrada

Diente de sierra
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FUNCIONES PARES

Una funcion es si se cumple

f() = f(=1)

Las funciones pares tienen simetria respecto al eje y.

fO=cos(®) , fO=t*, fO=t"

También la combinacion lineal de funciones pares es una funcion par
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FUNCIONES IMPARES

Una funcion es si se cumple

F(O) = —f(=

Las funciones impares tienen simetria respecto al origen.

f® =sent) , fO=t>, fO=t , f)=¢t

la combinacion lineal de funciones impares es una funcion impar
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y=t y =1t y = sen(mt) y =t + sen(rmt)



FUNCIONES PARES E IMPARES

Toda funcion f(t) definida sobre los reales se puede descomponer como suma
de una funcion par f,(t) mas una funcién impar f;(t)

f(&) =) + fi(0)

Dada una funcién f(t) se definen

A0kd (w2 fio = Q=S

fp(t) =

Las cuales son par e impar respectivamente, y al sumarlas resulta f(t).

Proponer una funcion definida sobre todos los reales y descomponerla como
suma de una funcion par y otra impar



FUNCIONES PARES E IMPARES

(integral sobre intervalos simétricos respecto al origen)

f;fp(t) dt = 2 joafp(t) dt

f_afi(t)dtzo

El producto de dos funciones pares es una funcion par  f,. f,, = f5
El producto de dos funciones impares es una funcion par ~ fi.f; = f,
El producto de una funcion par con una funcion impar es una funcion impar  f,,. f; = f;



FUNCIONES CONTINUAS POR PARTES

fe)]

Definicion: Una funcidn es continua por partes en un intervalo |a, b |
si es continua en todos los puntos del intervalo excepto en un
numero finito de puntos, donde debe ser discontinua de salto finito,

esto es, debe existir el limite por derecha e izquierda.
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SERIES DE FOURIER

Dada una funcion periddica f (t) de periodo T, diremos que admite un desarrollo en Serie de
Fourier si se puede expresar como suma de senos y coseno de la siguiente manera

00)
21T
f(t) = 70 Z a,, cos(nwyt) + b,, sen(nwyt) wo ==
n=1
donde . Note que gracias a que se usa
Ao _ l [ F(O)dt Valor medio % resulta una férmula
2 TJ, de la funcion unificada para todos los a,, ya
Coeficient 2 (" e
oerticientes —_— T
A, = = t) cos(nwyt) dt 2
de Fourier n T J, f(&) (nawot) ag :TJ f(t) cos(0wyt) dt
2 (T 0
b, == f(t)sen(nwyt)dt
T J,




SERIES DE FOURIER

Convergencia: Si f(t) es continua por tramos y periddica de
periodo T. Entonces, la serie de Fourier de f(t) en el
intervalo converge a f (t) en todo punto de continuidad.
Ademas, en cada punto de discontinuidad, la serie de
Fourier converge al promedio

f@) + ()
2

donde f(t*) y f(t™) denotan el limite de f(t) en t, por la

derecha vy por la izquierda, respectivamente.
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SERIES DE FOURIER f@,

Sif(t)=t cont € [0,1]

Se la extiende a todo el dominio real de forma periodicacon T =1

. 2T
Frecuencia angular: wy = = 2T

1
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T?fo f(Odt —fo CAE= 51 T3 detafuncion
0
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SERIES DE FOURIER

Sif(t)=t cont € [0,1]
Ancho del intervalo: T = 1

. 2T
Frecuencia angular: wy = = 2T 2

2 T 1
b, = ?j f(t) sen(nwyt) dt = 2 f t sen(n2mt) dt
0 0

cos(n2mt) ! ! cos(n2m) sen(n2m) 1
—t = - +0 )+ ——~—0]=——
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SERIES DE FOURIER

Sif(t)=t cont € [0,1]
Ancho del intervalo: T =1 a, 1 , 1
n

. 2T o
Frecuencia angular: o = - = 27 2 2 nr

(00]

f(t) = 70 z a,, cos(nwyt) + b,, sen(nwyt) = f(t) = % — Z %sen(Znnt)
n=1
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SERIES DE FOURIER

Sif(t)=t cont € [0,1]
Ancho del intervalo: T = 1

. 2T o
Frecuencia angular: o = - = 27 2 2 nr

(00]

f(t) = 70 z a,, cos(nwyt) + b,, sen(nwyt) = f(t) = % — Z %sen(Znnt)
n=1
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SERIES DE FOURIER

Sif(t)=t cont € [0,1]
Ancho del intervalo: T = 1

. 2T o
Frecuencia angular: o = - = 27 2 2 nr

(00]

f(t) = 70 z a,, cos(nwyt) + b,, sen(nwyt) = f(t) = % — Z %sen(Znnt)
n=1

n=1

1.2

1 sen(2mt) sen(4mt) di
n:2:>f(t)§§— - i N
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SERIES DE FOURIER

Sif(t)=t cont € [0,1]
Ancho del intervalo: T = 1

. 2T o
Frecuencia angular: o = - = 27 2 2 nr

(00]

f(t) = 70 z a,, cos(nwyt) + b,, sen(nwyt) = f(t) = % — Z %sen(Znnt)
n=1

n=1

1.2
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SERIES DE FOURIER

Sif(t)=t cont € [0,1]
Ancho del intervalo: T = 1

. 2T o
Frecuencia angular: o = - = 27 2 2 nr

(00]

f(t) = 70 z a,, cos(nwyt) + b,, sen(nwyt) = f(t) = % — Z %sen(Znnt)
n=1

n=1

1.2
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SERIES DE FOURIER

Sif(t)=t cont € [0,1]
Ancho del intervalo: T = 1

. 2T o
Frecuencia angular: o = - = 27 2 2 nr

(00]

f(t) = 70 z a,, cos(nwyt) + b,, sen(nwyt) = f(t) = % — Z %sen(Znnt)
n=1

n=1

1.2

1 sen(2rt sen(4rrt sen(6mt) 't
10 o f() = L_Sen@Tt) _sendnt) _sen(6mt)
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SERIES DE FOURIER

Sif(t)=t cont € [0,1]
Ancho del intervalo: T = 1

. 2T o
Frecuencia angular: o = - = 27 2 2 nr

(00]

f(t) = 70 z a,, cos(nwyt) + b,, sen(nwyt) = f(t) = % — Z %sen(Znnt)
n=1

n=1
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SERIES DE FOURIER

Ejemplo:Si f(t) =t cont € [0,1] 1 S
Ancho del intervalo: T =1 f(t) = > z —sen(2nmt)
Frecuencia angular: wg = Z?n = 21 o

Extension Periodica

1.2 |
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SERIE DE FOURIER DE FUNCIONES PARES

2
f(t) = 70 Z a, cos(nwyt) + b, sen(nwyt) Wy = ?n
n=1

GENERAL FUNCIONES PARES

1 (7 1 3 5
Ao Ao 2 2
2 Tjof() 2 Tf_rf_Q Tjof()

2 par

T
T —_

= ;fo f(t) cos(nwyt) dt a, = ;f_zzf(t) cos(na)ot) dt = f f(t) cos(nwyt) dt
2

parspar=par

T
2

= ?fo f(t) sen(nwyt) dt b, = Tj f (&) ser}(nwotl dt =0

2 parsimpar=impar



SERIE DE FOURIER DE FUNCIONES IMPARES

2
f(t) = 70 Z a, cos(nwgyt) + b, sen(nwyt) Wy = ?n
n=1
GENERAL

ap 1 ("
P ﬂo fo)t
= ?fo f(t) cos(nwyt) dt

_ 2 fo(t) sen(nwyt) dt
= 0 0

FUNCIONES IMPARES
T

ao—lfi (t) dt =0
2 T _z_f_w B
2 impar

T
2 (2
a, = Tf Tf(t) cos(na)ot) dt =0
2 im

mpar+par=impar

T
2

b, = Tf f(t) Sen(nwot) dt = f f(t) sen(nwyt) dt

5 imparsimpar=par



SERIES DE FOURIER

Hallar el desarrollo de Fourier de la siguiente senal +

Es una funcion periddica con periodo T = 2n

. 2T
Frecuencia angular: Wy = ? =1

1

( 2T 31T 4t 51 6n‘

S

-1

Si la extendemos a la parte negativa del eje temporal resulta una funcion impar

Luegoa, =0 vn=0,1,2, ...

T
4 (2 2 (™
b, = Tfo f(t) sen(nwyt) dt = EJO

2 (0
b, = 2 (—(—1)"+1) =1 4
nit

\ N1

Sl n es par

sin es impar

2

1sen(nlt) dt = —

TC

= <

T

cos(nt 2
(— ( )> = —(—cos(nm) + 1)
n , N
(byr, =0 vk =1,2,3,...

Vk = 1,2,3, ..

kb2k—1 - (Zk — 1)7‘[



SERIES DE FOURIER

Hallar el desarrollo de Fourier de la siguiente sefal < >
( 21 3T 4m 51 61

S

—1
2T v
T=2T[; w0=?=1

a, =0vn=0,1,2,..

(by = 0 vk =123, ..
3
by,_1 = vk =1,2,3, ...
LT k- Dr
a
f(t) = 70 + Z a, cos(nwyt) + b,, sen(nwyt) = Z b, sen(nt) = z byt _1 sen((Zk — 1)t)
n=1 o n=1 o k=1
4 4 sen((Zk — 1)t)
— 2k — 1)t) = —Z
20 ; (2k — 1)nsen(( )¢) mls 2k—1



SERIES DE FOURIER

Ejemplo: Hozillar el desarrollo de Fourier de la siguiente sefial <+ ot 3n 4r 5t 6m
() — 4 z sen((2k — 1t) ) | |
=z 2k — 1 '
k=1

4
f(t) =S, = Esen(t)
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SERIES DE FOURIER

Ejemplo: Hallar el desarrollo de Fourier de la siguiente senal +

00

4 sen((Zk — 1)t)
f) = E; 2k — 1

1 | S E—

0 =m 2r 3t 4n

-1 — —

ft)y=S, = %sen(t) + %sen(Bt)
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SERIES DE FOURIER I —
Ejemplo: Hallar el desarrollo de Fourier de la siguiente sefial <+ I or 3n  4r 5% én
4 sen((Zk — 1)t)
— _ -1 N . .
f(&) nz 2k — 1 ¥
k=1
(t) = S3 = i (t) + k (3t) + (5t)
f(t) = S; = —sen 3, Sen c—Sen
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SERIES DE FOURIER

Ejemplo: Hallar el desarrollo de Fourier de la siguiente senal +

00

4 sen((Zk — 1)t)
f) = E; 2k — 1

4 4
t) = S = — t — 3t
f(t) c 7Tsen()+3ﬂsen( ) +
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SERIES DE FOURIER

Ejemplo: Hallar el desarrollo de Fourier de la siguiente senal +

00

4 sen((Zk — 1)t)
f) = E; 2k — 1

4 4
t) = S = — t — 3t
F(£) ~ Sy = = sen(t) +5-sen(3) +

15—
1 H-
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SERIES DE FOURIER — —

Ejemplo: Hallar el desarrollo de Fourier de la siguiente sefial <+

00

4~ sen((2k — Dt) L - -
f(t)_Ez 2k — 1 4

k=1

4 4 4 4
f(t) =S,y = Esen(t) + gsen(Bt) + gsen(St) + -+ ﬁsen(%t)
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SERIES DE FOURIER COMPLEJA

Recordemos que
e/"@ol = cos(nwyt) + j sen(nwyt) sumando: % (e/n@ot 4 g=InWol) = cos(nw,t)

e~ I"@ot = cos(nwyt) — j sen(nwyt) restando:zij(ej"“)ot — e~ /"@ot) = sen(nwyt)

—

Luego

f(t) = 70 z (a,, cos(nwyt) + b,, sen(nwyt))

Z by .
0 _
e]na)ot 4+ e~ Jnwot) 4 TN (pinwet _ p—jnwot
"2 2 ( ) 2] ( )
n=1
aO jowgt nwot an  bn\ _ nmwgt nwgt
6 0% + e/N®@ol 7 — 2— e J/N%Wo = cnef 0

Cn C—n



SERIES DE FOURIER COMPLEJA
FO) = ) cpeneot

n=—00

donde, sin = 1 resulta

a, b 1 _
Cn = Zn + 27;- — E(an _]bn)

1/2 (T 2 ("
=3 <Tf0 f(t) cos(nwyt) dt — j Tfo f(t) sen(nwyt) dt)
T . T
= %fo f(t) cos(nwyt) dt — %fo f(t) sen(nwyt) dt

T T
— %JO f(t)(cos(nwyt) — j sen(nwyt))dt = %jo f(t)e /n@otdt



SERIES DE FOURIER COMPLEJA
FO) = ) cpeneot

n=—oo

De igual modo
Un bn .

1" .
Con = >~ 2—] ?fo f(t)e/m@otdt En generaTI para todon
1 .
C, = ?f f(t)e In@oldt
0

—ao—lfT (t)dt —1fT (£)e/0wot gt
CO—Z—TOf _Tof €



SERIES DE FOURIER CON AMPLITUD Y FASE

Recordemos que
cos(nwyt — 0,) = cos(nwyt) cos(f,,) + sen(nwyt) sen(H,,)
Luego
A, cos(nwyt — 6,) = Ay cos(@n)} cos(nwyt) + Ay sen(@n)} sen(nwyt)

| |
a,, = 2Re(c,,) b,, = —2Im(c,)

Sumando

f(t) =A4,+ Z A, cos(nwyt — 0,) = 70 + z (a,, cos(nwyt) + b, sen(nwgt))
n=1

donde la amplitud A,, y la fase 8,, vienen dadas por

b, ( Im(cn))
6,, = atan— = atan| —
a, = A, cos(6,) :> In Re(cn) 1 (T
b, = A, sen(6,) Anz\/arzl+b7,zl=2|cn| A0=7=CO=TI f(O)de
0




SERIES DE FOURIER CON AMPLITUD Y FASE

Recordemos que
sen(nwyt + 0,) = sen(nwyt) cos(,,) + cos(nwyt) sen(H,,)
Luego
A, sen(nwyt + 6,,) = Ay Cos(Hn) sen(nwyt) + Ay sen(6d,,) Fos(nwot)
|

Y
b,, = —2Im(c,) a, = 2Re(cy)

Sumando

f(t) =4, + Z A, sen(nwyt + 6,) = 70 + z (a,, cos(nwyt) + b, sen(nwyt))

donde la amplitud A,, y la fase 8,, vienen dadas por

an ( Re(cn))
= atan— = atan| —

—A Sen(gn) |:> bn Im(Cn) T
_ 1
b = A, COS(Q A, \/a% n b% _ 2|Cn| Ay =—=¢cy = Tf f(t)dt
0




