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Extremos Condicionados

Se denomina problema variacional condicionado cuando se debe optimizar un funcional
de la forma

X1
IV Y2r s Yn) =f F(X, Y1, Y20 oo Yo Y15 V2o oor Y ) AX
Xo

Sujeto a las condiciones (restricciones, enlaces)

b (%, Y1, Y2) oo Vo Y1, Vs ey Vi) = 0 Vi=1...m<n

Nota: Cada ecuacion ¢; baja un grado de libertad, por lo que el problema no tiene
sentido param = n.

Este problema se resuelve aplicando el método de Multiplicadores de Lagrange

Métodos multiplicadores de Lagrange

El Método consiste en construir una funcién auxiliar (LIlamada Funcién de Lagrange)

m
F* =F+zll¢l
i=1

donde los A; reciben el nombre de Multiplicadores de Lagrange.

Este problema asi planteado tiene m + n incognitas: las n funciones y; y los m
multiplicadores de Lagrange.

Se plantean n ecuaciones de Euler, una para cada y;

d * .
ij—&Fy],,zo Vi=1,..,n
y se agregan m condiciones
¢; =0 Vi=1,..,m

Formando un sistema de m + n ecuaciones con m + n incognitas

d _, ]
ij—aFyJ{ =0 Vi=1,..,n
d)i:O VL=1,,m



Observacion
1) m<n (n°de enlaces < n°de funciones incognitas)

2) 2= A(x) (Puede ser funcion de x, o constante , pero no es funciénde y 6 y’)

Demostracion: La prueba de este método excede al objetivo del curso, sin embargo,

esbozaremos una suponiendo dos variables y una restriccion.

El objetivo es entonces optimizar el funcional

X1
JLy2) = f F(x,y1,y2,y1,y2)dx
Xo

sujeto a la restriccion

¢ (x,y1,¥2,¥1,¥3) =0
y a las condiciones de contorno

y1(x0) = Y10 y2(x0) = ¥20 y1(X1) = Y11 Y2(X1) = Y21

Consideremos arbitrariamente dos funciones u; = u;(x) y u, = u,(x) diferenciables

y acotadas tales que
Uy (x%0) = uy(x1) = up(xp) = up(x1) =0
Ademas, asumamos que para € > 0 lo suficientemente pequefio
@ (1 Leuy,y, T euy,y; eug,y; L euy) =0 (D

Las funciones y; + eu,, vy, + €u, son pequefias variaciones de las funciones optimas
Y1, Y, tales que:

» Satisfacen las condiciones de contorno
» Satisfacen la restriccion
Luego, si consideramos la funcion
I'(e) = J(y1 + euq, y, + €uy)

resulta que necesariamente I''(0) = 0. Derivando I' y luego evaluando en € = 0, se

obtuvo anteriormente al analizar el problemas sin restricciones que:

0 jxl (aF d 0F>d +fx1 <aF d 6F>d @
= Uy |l m———=—|dx Uy | =———=—|dx
%y 1 dy; dxdy, X z dy, dxady,



Acd se obtiene lo mismo con el mismo procedimiento, pero no se puede usar que las
funciones u; son totalmente arbitrarias ya que hay una dependencia entre ellas dada por
la restriccion (1). Luego

d¢ a¢ 1A 1A ! A
0= de = ula_yl(x' Y1+ Uy, Y, + Uy, y1 + euy, y; + €uy)

9
U 3 G+ e, s e Y] e+ )
1
a¢ ! ! ! !
tu, _Oy (X, y1 + €uq, y, + €Uy, y1 + €Uy, y; + uy)
2

d
i) a—;'i (6 y, + ey, + g, L + 1t ) + £11))
2

Evaluando en ¢ = 0, evitando el argumento (x, y;, v,, y1, y2) por simplicidad, resulta

dp 09 dop 09
R R A

Multipliquemos esta expresion por una nueva funcién A = A(x) hasta el momento

desconocida pero que determinaremos mas adelante, e integremos:

% ) ) * ) 9
0 =j <ulzi+ugzi> dx +J <u21i+ugai> dx
Xo 0y1 oy %o 9y, 9y,

Anélogamente a lo hecho anteriormente, integrando por partes los segundos términos y

usando que las funciones u; se anulan en x, y x4, resulta que

_ X1 d¢ d d¢ X1 o d ¢
0 —jxo (Aa—yl—a</16—yl,>>u1dX+Jxo (la—yz—a<la—yz,>>u2dx (3)

Sumando (2) y (3), resulta

0= fxlul ((a—Fua—d)) —i<aF, +2 ad’,)) dx
Xo 0y, dy, dx \ 0y, 9y
+ JX1u2 <(6—F+Aa—¢) —i<a—F+Aa—¢>>dx
%o dy, ~ 0y,) dx\dy, 0y,
Definiendo la funcion de Lagrange F* = F + A¢ resulta

) fxl <aF* d aF*)d N fxl <aF* d 6F*>d @
= U | =———=—|dx Uy | m————=—|dx
. \dy; dxay, . 2\dy, dxayj

X X

Si bien solo una de las funciones u; se puede elegir libremente, ahora contamos con la
funcién A que también podemos elegir libremente. Estos dos grados de libertad
coinciden con la cantidad de integrales en (4), y esto a la larga nos permitird concluir

que de (4) surgen las EE con las que se resuelve el problema.



Hasta ahora no hemos fijado la funcion A = A(x), por lo que la definiremos
convenientemente con el fin de anular una de las integrales de (4). Supongamos que
queremos anular la primera integral (el analisis considerando la segunda integral es
anélogo), para ello es suficiente con pedir que

OF*  d oF OF ap d <aF a¢>
a T g = ; + ; =
ayy oy

=0 — A= —
dy: dxdy; = 6y1+ dy: dx
0 d o 0 o0F d OF
o /’l’—?+/’l<— ¢,——¢>—
oy dxdy; 0y,

Luego, A = A(x) se fija a partir de ahora como la solucién de esta EDO lineal de primer

~ dy, dxady]

orden. Luego (3) se reduce a

0 j‘xl <0F* d 6F*> p
= Uy | =———=——=—]dx
o *\dy, dx ay,

Ahora coinciden la cantidad de grados de libertad que tenemos (n—m=2—-1=1)

con la cantidad de integrales a anular.
Suponiendo que u, se elige libremente (luego u; se calcula usando la restriccion),
resulta que debemos exigir que

oF" d oF"

dy, dxdy,

En otras palabras, en (4) teniamos dos integrales para anular. Una se anula definiendo
la funcion 1 = A(x) adecuadamente, y la otra se anuld gracias a que podiamos variar
arbitrariamente a sélo una de las funciones: u; = u;(x) 0 u, = u,(x). Anadlogamente
se podria haber anulado primero la segunda integral y luego la primera.

En ambos casos resulta que debemos resolver el sistema

* d *
f&—aym_o

* d *
IFJ’Z_EFJ/E =0
Lo =0

El cual estd compuesto por la restriccion, y las EE para y, y para y, usando el funcional
F*.

Ejemplo 1: Hallar la extremal de

( )_f1y2+ i
Jy,z) = 2 zy > b
sujeta a

z—y'=0



Con las condiciones:  y(0)=1 y(1)=e! 2z(0)=-1 z(1)=et

Solucion:

4 ! yz ! ZIZ

F(x,y,2,y,2")=—=—+zy' + —
2 2
p=z-y'=0

Formamos la Funcion de Lagrange

y2 ZIZ

FP=F+lp="+zy'+—+z-y)

La E.E. correspondiente para y es

E =y Fy*fzz—/l :—X(F;,)zz’—l’

Reemplazando en la E.E. queda

La E.E. correspondiente a z es:

d *
Q—Eﬂngo

* I * ! d * rn
=y +2 F,=z E(FZ’)=Z
Reemplazando en la E.E. queda

y+A-2z"=0

Con las EE y la ecuacion de ligadura se forma el siguiente sistema de tres ecuaciones
con tres incognitas (y, z, A)

y—z'+1'=0 (1)
y'+A—-2z"=0 (2)
z—y' =0 3)

Para resolver el sistema conviene despejar A de (2) y z de (3), derivar y reemplazar en
(1), para que de esta manera todo queda en funcion de y

I ) N | r__ LIV
A= z, y R A=z ’y —”y y
zZ=Yy z =y
Reemplazando estas expresiones en (1) resulta:
y=y"+0OY -y =0

yYW-2y"+y=0



Se obtiene una EDO lineal homogénea de orden cuatro, cuya ecuacion caracteristica es:
r*—2r2+1=0

rl’z == 1 (dOble)
1’3’4 == _1 (dOble)

>-1%*=0 =
La solucion General sera
y = Cie* + Cre™ + C3xe* + Cyxe™
z=y'=(C; +C3)e* + (Cy — Cy)e ™™ + C3xe* — Cyxe™™
Aplicando las Condiciones de Contorno
y(0)=1=C +C,
y() =et=Ce+Cet+Cie+ Che?
z(0)=—1=C;+C3+C,—C,
z(1) =—e1=Ce+Cie+Cie ™t —Cre™t + C3e — Che™?

Resolviendo
C,=C;=C,=0 C,=1
La solucion es
Lol
zZ=—e

Ejemplo 2:

Hallar la extremal de

1
J,z) = f 2z —y'z'")dx
0

sujeta a la condicion z'=y

Siendo las Condiciones de Contorno

y(0) = 2(0) = z(1) = 0 y =1/,

Solucion:
a) Se construye la Funcion de Lagrange

F*=2z—-y7z"+ Az —vy)



b) Se forman las Ecuaciones de Euler

Para y

d /.
Ey — a(Fy,) =0
_/1 _ (ZII)I — 0
Para z

E; d (F*)+d2(F )=0
Zoodx T T dx
2 _A,I _ (yl)ll — O
c) Se forma el sistema con las Ecuaciones de Euler y la condicién de Ligadura
-A+z"=0 (1)
z_ym_/’{/:O (2)
z—y=0 (3)
Es conveniente despejar A (recordar que es funcion de x) de (1), derivar y reemplazar
en (2). Analogamente conviene despejar y de (3), derivar y reemplazar en (2). De esta
manera resulta una EDO con una sola variable que es z
—A4+2z"=0 = 1=z" — /1'=ZIV
z—y=0 = y =2z = y'"" = zIV
Reemplazando estas expresiones en (2) obtenemos:
2 — ym _ /1/ =0
2—zIV -2z =0
zV=1
Integrando miembro a miembro respecto de x cuatro veces se obtiene

x4 5
z=ﬁ+C1x3+C2x + C3x+ C,
Reemplazando en la condicion de ligadura
3

X
y=Z'=?+3C1x2+2C2x+C3

Usando las condiciones de contorno
z(0)=0=2C, = C,=0



D=ti3c 20, =2 €, =0
J’()—6 1 2= 5y 1

1 =

La solucién Unica del problema es

Ejercicio: Optimizar
1
J,z) = f (xy—vy'z+2z"y)dx sujeta a z =2y
0

y(0) =1/, y(1) =0

siendo 2(0) = 0 (1) = - 1/4

PROBLEMAS ISOPERIMETRICOS

Problema 1:

Hallar la curva cerrada de longitud fija £ que encierra la region D de mayor area.

Planteo: Supongamos que la curva C buscada esta parametrizada por
7(6) = (x(6),y(0), te <t <t

Cosideremos el campo vectorial auxiliar F(x,y) = (P(x,¥),Q(x,y)) = (0,x). Luego
por el Teorema de Green

jgcﬁd? = HD(QX — P))dxdy = ﬂDdxdy = Area(D)

Por otro lado

jﬁ Fd7 = f 1ﬁ(7(t)).f'(t)dt= 1(0,x(t)).(x’(t),y’(t))dt= f 1x(t)y’(t)dt
c t to t

0 0

Por lo tanto, se busca optimizar:

t1

Area(D) = J(x,y) = f xy'dt

to



sujeto a la restriccion

? = jgds = f |7/ (t)|dt = f /x’z + y'2dt
Cc to tO

y que satisfaga las condiciones de contorno x(t,) = x(t,), y(t,) = y(t,).

Nota: EI nombre isoperimétrico viene del hecho que la longitud de la cuerda es
constante. A diferencia de los problemas con restriccion vistos anteriormente, ahora las
restricciones se determinan con identidades en las que interviene una integral.

Problema 2: (Dual al problema 1)

Hallar la curva cerrada de minima longitud que encierra un area fija A.

Planteo: Usando la misma parametrizacion de la curva buscada C, resulta que se busca
optimizar:

21
?=7J(x,y) = f x'? 4+ y'2dt
to
sujeto a la restriccion

t1
J xy'dt =A
t

0

y que satisfaga las condiciones de contorno x(t,) = x(t;,), y(ty) = y(t,).

Generalizacion del problema Isoperimétrico

En general, se busca hallar la extremal de
X1
IV Y20 s V) =f FOOY1 Yo oos Yo Y10 V2o s Vo) dX
Xo
Sujeto a m restricciones (conocidas como isoperimétricas) del tipo

X1
f D (X, V1, Vo os Yoo V1o Vgy oy Vi )dX = € Vi=1,..,m
X0

y a las condiciones de contorno

y1(x0) = ¥10 V2(x0) = Y20 - Yn(X0) = Yno
yi(x1) = y11 V2(x1) =y21 o Yu(X1) = Vs



Solucion: El procedimiento para resolver los problemas isoperimétricos generales
también es conocido como Método de Multiplicadores de Lagrange:

e Construir la funcion de Lagrange:

m
F* :F+Zﬂ.l¢)l
i=1

e Calcular las EE para cada incognita y;

F;, —%(F;{) =0 Vi=1..,n

e Resolver el sistema de n + m EDO conformado por las anteriores n ecuaciones
mas las m restricciones

X1
f ¢i(x, Y1,¥Y2s o0 Yns Y{, yé; ,yﬁ)dx = ‘gi Vi = 1, e, m
Xo

Siempre teniendo en cuenta que las A; deben considerarse constantes
desconocidas, y no funciones de x como antes.

Demostracion: Hagamos la prueba suponiendo que tenemos sélo dos funciones
incognitas (n = 2) y solo una restriccion (m = 1). En el caso general se procede de
manera analoga.

Problema: Nos proponemos entonces optimizar
X1
I, y2) = j F(x,¥1, Y2, ¥1,y2)dx
Xo
sujeto a la restriccion isoperimétrica
X1
f ¢(x, 1, Y2, ¥1, y2)dx = £
Xo

y a las condiciones de contorno

y1(X0) = Y10 y2(x0) = ¥20
yi(x1) = y11 V2 (x1) = Y21

Podemos reducir este problema a un problema con una restriccion dada por una E.D.
como antes definiendo la funcion auxiliar

X
2= 2(x) = f (&, y1, V2, Vi y2)dt
Xo

la cual verifica que

z' = (X, y1,Y2, Y1, Y2) z(xy) =0 z(x) =4



Incorporando a z como nueva incognita al problema de optimizacion, se obtiene el
siguiente planteo equivalente del problema isoperimétrico en anélisis:

Problema Equivalente: Optimizar el funcional

X1
JO01,Y2,2) = JY1,Y2) = f F(x,y1,Y2,y1,y2)dx
X0

sujeto a la restriccion

z'= ¢, Y1, Y2, Y1, ¥3)
y a las condiciones de contorno
y1(x0) = Y10 ¥2(X0) = Y20

y1(x%1) = Y11 V2(x1) = ¥21
z(xy) =0 z(x;) =4

Este nuevo planteo es un problema de extremos condicionados en el que la restriccion
es una ED. Por este motivo, se resuelve con el procedimiento visto anteriormente, esto
es, se plantea el Funcional de Lagrange

F*=F+A(¢ -2
y se hallan las EE correspondientes.
Ecuaciones de Euler para las z;:

o =cte = 1= —cte

Resultando que los multiplicadores de Lagrange usados para resolver problemas
isoperimétricos deben considerarse constantes, y no funciones de x como antes.

Por otro lado, las EE para las incognitas y; son iguales a las que se obtendrian si el
Funcional de Lagrange fuese

F*=F+1¢
ya que z' no interfiere en el resultado obtenido al derivar por y; 0 y;.

Concluyendo que para resolver el problema isoperimétrico planteado se debe resolver el
siguiente sistema de ecuaciones

X1
f q»”(%}’p}’z,y{,yé)dx =7
U,



Nota: La funcion auxiliar z no aparece en el sistema final obtenido. Sélo se usa para
justificar por qué A debe considerarse constante, y para deducir la forma final del
funcional de Lagrange. Sin embargo, todas las versiones del problema de optimizacién
son equivalentes, siendo la propuesta final la mas sencilla para abordar los problemas
isoperimétricos.

Ejemplo: Optimizar

1 1
Jy) = f (y'? — 2y)dx sujeta a J ydx =1
0 0
Solucion: En este caso el funcional de Lagrange es
F'(x,3,0) = F(x,3,¥) + 2¢(x,y,y) = y'* = 2y + Ay
siendo A una constante desconocida.

Hallemos la EE correspondiente a y:

* Vi d * 144
Fy =—2+A Fyl=2y aFyl =2y

—2+1-2y"=0 (EE para y)

Despejando e integrando:

. A , A 1A,
y =_1+E =y =(_1+E)X+CI e y=(—z+z>x +Clx+Cz

Tenemos que hallar 3 constantes, por lo que necesitamos 3 ecuaciones.

Usemos la restriccion isoperimétrica para hallar la primera ecuacion

1 1 1 y
1=f ydxzf (—E+Z>x2+C1x+C2 dx
0 0

1
1 A C1

(2L 2)Y,3,.2L 2

1-(( 6+12)x +2x +sz>

1 A C;
1——g+ﬁ+7+62 (D

0

Ahora usemos las condiciones de contorno:

y0)=0 =16=0 (2

1 1
y(1) =0 = _§+Z+CI+62:0 3)

Tenemos entonces tres ecuaciones y tres incognitas.

Reemplazando (2) en (1) resulta



7oA G 14=1+6C (4)
_—= — —_ et =
6 12 2 1

Reemplazando (2) en (3) resulta

A 1
Z+C1=z=> C1=

Reemplazando (5) en (4) resulta

(5)

N[ =
ENY N

14 /1+6(1 /1) 14=21+3 31 11 11 A 22
= _——— = = —_ = - = — = = = —
2 4 2 2

Reemplazando en (5), resulta C; = 6. Luego la solucién es

y = —6x% + 6x

Resolveremos ahora los problemas planteados al comienzo:
Solucion del Problema 1

Se busca optimizar:

t1

Area(D) = J(x,y) = J xy'dt

to

t1
= /x’z + y'?dt
to

y que satisfaga las condiciones de contorno x(t,) = x(t;), y(ty) = y(t,).

Sujeto a la restriccion

Para ello se considera el funcional de Lagrange dado por

Fr(x,y,x",y,2) =xy' + 1 /x’z +y'?

Obtengamos la EE para x:

i} , . Ax'
Fx =y Fx/ =
x'? 4y
Luego la EE buscada es
\ 0 d Ax' \ 0
_—— —_— — - —_— _—— =
a\ T, ac|” A
xl + yl xl + yl

(EE1)




Ahora obtengamos la EE para y:

A !
Fr=0 Fy=x+ Y
x'? 4 y'?
Luego la EE buscada es
d/ Ay’ Ay’
S22 = x+—-2 __g
dt x12+ 12 12 12
y /x +y
—/1_')/,

/x’z +y'2

Elevando al cuadrado ambas EE y sumandolas, se obtiene

2 2

Ax' \ -1 \
x=C)+-C)=|——| + —=
xlz +y/2/ x12 +y12/

(x—C)+(y—-C)? =22
Se obtiene una familia de circunferencias con centro en (C,, C;) y radio A.

Usando la tercera ecuacidn del sistema dada por la restriccion, resulta

?
#zfdszZn/l = A=—
c 2T

Por lo tanto
(x—C)+(y—-C)? =22
Esta es la solucion general al problema, la cual consiste en una familia de

. . .7
circunferencias con centro en (C,, C;) y radio py

Las constantes C; y C, se hallan usando condiciones de contorno extras.

Problema 2
Hallar la curva cerrada de minima longitud £ que encierra un area fija A.
Solucion:

Se busca optimizar:

21
L=J(x,y) = f x'? 4+ y'2dt
to



Sujeto a la restriccion

ty
f xy'dt = A
t

0

y que satisfaga las condiciones de contorno x(t,) = x(t,), y(ty) = y(t,).

Para ello se considera el funcional de Lagrange dado por

Fr(x,y,x",y',2) = /x’z +y'? + Axy’

Obtengamos la EE para x:

Fx* :/1_')7’ F*I =

Luego la EE buscada es

d/ 0 = d/A
2/_ 7 )
x4y’ x'“+y'

X
= Ay——= ¢, = |ly-C =————| (EE1)
x,Z +y,2 X’Z +y,2
Ahora obtengamos la EE para y:
* * o __ y’
Fr=0 Fy = + Ax
x'? 4y
Luego la EE buscada es
d ! \ !
Y l=0 = w2 o
dt 2 2 2 2
xl _|_ yl xl + yl
_y,
= |Ax—C,=—=—=| (EE2)
/x’z + y'?
Elevando al cuadrado ambas EE y suméandolas, se obtiene
2 2
xl _yl

(Ax =GP+ Ay —C)P=| ——| +

x'? + y'? /x’z +y'?



C2\° c\* 1
(=) -3 =
A A A?
Se obtiene una familia de circunferencias con centro en (C, /A, C; /) y radio 1/A.

Usando la tercera ecuacion del sistema dada por la restriccion, resulta

A== a= =
= — e — —_
2 A

Por lo tanto

2 2
A A A
X—CZ ; + y—61 ; =;

A
(x—C3)*+ (y — Cp)? =

Esta es la solucion general al problema, la cual consiste en una familia de

. . . A
circunferencias con centro en (C3, C,) y radio \/;

Las constantes C3 y C, se hallan usando condiciones de contorno extras.
Conclusién:

e Para un perimetro dado, la circunferencia es la curva cerrada que encierra mayor area.
e Para un &rea dada, la circunferencia es la curva cerrada que tiene menor perimetro.

Esto se puede generalizar a cuerpos redondos. Un cubo es menos redondo que un
cilindro, y este menos gque una esfera

Sa Va

5, = 5, = v, =
v, > ¥ > s,

V: =

Vs

Para una misma superficie, la esfera es la Para un mismo volumen, la esfera es la de
de mayor volumen menor superficie externa




