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Tabla de transformada de Laplace

f( F(s) = L(f(t) Observaciones
1 af(t) + bg(t) aF(s) + bG(s) Linealidad
2 f(at) 1 F (5) Cambio de escala
a a
3 et f(t) F(s—a) Traslacion en s
s ft—a)ult—a) e"F(s) Traslacionen t
a=0
5 | f'(t) con f(t) continua sF(s) — f(0)
g | fM(dondenesel | s"F(s)=s"Tf(0) = s"7E(0) -
orden de derivacion —...=sf®=2)(0) — F(=D(0)
t
7 j f(w)du @ u : variable muda
0 S
") F(s) es la derivada
t"f(t
8 (—D)*FM(s) n-ésima de F(s) respecto
n = exponente
des
9 @ f F(u).du
t s
t" n!
10 Sn+1
n=2~012..
11 et 1
s—a
12 ‘ :
sen(at) 1 a2
13 t >
cos(at) 1 g2
a
14 senh(at) m
S
15 cosh(at) sZ——aZ
1 Funcion Escaldn unitario
16 u(t) - o
N de Heaviside
Funcion Impulso Unitario
17 6(t—a) e” N )
(funcion Delta de Dirac)
18 A = fE+T) 1 fT o p Funciones periddicas
t)=f(t+ —— | e~Stf(t)dt
1—esT ), AL T = periodo

Teorema del valor Inicial:

Teorema del valor Final:

limf(t) = limsF(s)
t—0 S0

limf(t) = limsF(s)
t—oo s—0




Transformada de Laplace

Definimos la Transformada de Laplace de f(t) como

L) = fo f(®e=stdt = F(s)

Donde consideraremos a s una variable real y e~5¢ es llamado nucleo de la transformacion.

f(t) F(s)
Dominio de tiempo Dominio de frecuencia

t s

Dado que el limite superior de la integral de la definicidn es infinito, estamos en presencia de una
integral impropia, esto es:

fo f(e stdt =%1£r010f0 f(e stdt

La existencia de la transformada de Laplace estd condicionada a si esta integral impropia converge
para al menos algunos valores de s. Es por ello que esta definicion la aplicamos a funciones continuas
0 continuas por partes, de orden exponencial y que tienen valor distinto de cero para t > 0, 0 sea,
funciones causales.

EJERCICIOS
PARTE 1: TRANSFORMADA DE LAPLACE

Problema resuelto:
Resolver: L(f(t)) = F(s) para
f(t) =3t2+ 2+ tet + e?'sen(3t)
Solucién: F(s) = L(f(t)) = 3L(t?) + 2L(1) + L(te ") + L(e?*'sen(3t)) (por prop. 1)

L(t?) = 52—; (por prop. 10) L(1) =LY = %' = i
L(e ™) = (511) (por prop. 11) L(te™t) = _%(i) = (S+11)2 (por prop. 8)
L(sen(3t)) = 52i32 (por prop. 12) L(e?tsen(3t)) = (5_2)32+32 (por prop. 3)
Por lo tanto:
p 8,2, 1 03
=3t (s+1)?* (s—2)*+9

1) Usando las propiedades indicadas, resolver:
a) L(cos(at)) usar propiedad 6 paran = 2
b) L(u(t — a)) usar propiedades 16 y 4 6 la definicion

c)L (%(t)) usar propiedades 12 y 9




2)

3)

4)

eat_e—zzt

2

d) L(senh(at)) usar propiedad 11 recordando que: senh(at) =

e) L(cosh(at)) usar propiedades 5y 14
f) L(sen(at))  usar propiedades 13y 7
g) L(t? cos(at)) usar propiedades 13y 8
h) L(g(t)6(t —a)) usar propiedad 17

Aplicar el teorema del valor inicial y del valor final:

a) f(t) =t? b) f(t) = te™t c) f(t) = e"tsen(at)

El Teorema de Existencia de la Transformada de Laplace brinda una condicion suficiente pero no
necesaria. Esto es, si una funcion cumple con las hipotesis (continua por partes y de orden
exponencial) entonces existe su transformada, pero si no cumple con dichas hip6tesis puede que la

transformada exista o no. Verificar esta situacion usando algun software online con las funciones

a) f(t) = b) f(&) =7

Calcular la transformada de Laplace de:
a) g(t) = t%e™°t
b) g(t) = e~2t cos(3t)

La funcion escalon unitario de Heaviside, u(t), es muy utilizada en ingenieria, y esta definida por:

L IC3)

0 t<o0
1 t=0

u(t) = {

5)

Usando a = 2, grafique las siguientes funciones sobre el dominio t > 0.
a) u(t—a) b) t2u(t — a) ¢) (t — a)?u(t — a).



Problema resuelto:
Seaf(t):{Zt 0<t<1

. Y encontrar F(s) utilizando la expresion anterior.
Solucion:

f@)=2t+({t—-20)u(t—1) =2t —tu(t—1)

LU®) = 52—2— L(tu(t - 1))
Para calcular L(tu(t — 1)) usaremos la prop. 4 que establece que:
LIf(t—a)u(t—a)) =e ¥F(s)
Por ello deberemos expresar a la funcion t de otra manera, para poder visualizarla como desplazada

en una unidad como lo esta u(t — 1):
1 1
L(tut—1) =£(t-1+Dult-1) =£(t-Dut-1)+ L(ut-1) = Fe e
Por lo tanto

L) =5~ (5 +7)

6) Calcular la transformada de Laplace de:
a)gt) =@t+Du(t—-1)
b) g(t) = e?"tu(t — 2)
) g(®) = (t* — Dut -1

7) En los siguientes problemas formar la expresion analitica de los pulsos y calcular la transformada

de Laplace
a) b) c)
A
f(® f(t)“ fot
bp—— 5l ___ R %
' ! : |
l o |
I Ly ! . ty I t
2 3 4 a 20
o sit>m o sit>3
_[tP—4t+3 sil<t<3 _{cos(t) si0<t<m
RO {0 en otro caso 9) f(0) = sen(t) sit>mn

h) f(t) = tu(t — 1) + t25(t — 1)




Problema Resuelto:

Recordando que la transformada de Laplace de una funcion periodica f(t), con periodo T es:
T —st

1
LEO) = — =7 fo e FO)dt

Calcular F (s) de la siguiente funcién periodica:

1 0<t<a A
= t
F® {—1 a<t<a o
paralacual T = 2a 11— —
| | |
| |
| | | :
T
-1 [ | [
Solucion:
o Método |
T a 2a
! —st 1 —st —st
F(s)=g— =7 | e f(O)dt =——51| e ldt+ | e (~Ddt=
0 0 a
1 1—2e79% 4 7208 (1—e95)2 1 e% - e“g
11— (e™9)? s Ts-e (A te ) s|EF S
1 as
F(s) = Etanh (7)
o Método II
f@) =1-2u(t—a)+ 2u(t — 2a) — 2u(t — 3a) + -
F(S) = E_Ee—as +Ee—2as _Ee—Bas 4+ = _1 +E_Ee—as +Ee—2as _Ee—3as +o =
s s s s s s s s S
= ——4— Z(_e—aS)k]
k=0

. yo . _ 1 -
Aparece una serie geométrica de razon r = —e =% la cual converge a T por ser Irl=e * < 1lya

que as > 0 cuando s > 0. Luego
1 2 1 —14+e®)+2 1[1—e™%

F(S)=——+— — = — = — — ]

s sl+e 9 s(1 4 e—99) sll1+e-as

~ F(s) = %tanh (%)

8) Calcular F(s) de las siguientes funciones periodicas.

a) f() b) f(©)

v

| |
I I
| |
a 2a 3a ' a 2a




PARTE 2: ANTITRANSFORMADA DE LAPLACE

L
f(t) F(s)

Dominio de tiempo Dominio de frecuencia
t s

9) Usando latabla, calcular £~1(F(s)) siguiendo el orden sefialado:

= 2 3y e ™
al) a )(5_2)2 a )(5_2)3 a4) 623
—-S

b1) 5 b2) 5 b3) Ssrr ) b) ~Tra
1 s+2 c2) S 3 65—4

¢ )(s+2)2+4 s2+4s5+8 ) % _ast20

il =4 (1) o= -1 (1)
) (s+1)2  ds \s+1 ) (s2+a2)2 ~ 2ds \s2+a?

Convoluciéon de funciones:

£ *g(®) = f (0. g(t — x)dx
0

Ejercicio resuelto:

1
sZ(s+1)

T oI I

t
= e‘tJ xeXdx =e t(xe* —e¥)|f=t—1+et
0

Resolver L_l [ ] usando convolucién

Solucion:




10) Hallar L=1(F(s)) por convolucion:

1 3 8
8) Goays_py cona#*b b) 25219 ) SGr2)
; 7 1 1
) (s—4)2 2 s4 ) s(s2+3)
F(s) 1
9 s ) (s+2)(s2+4s5+20)

Fracciones simples o fracciones parciales

Cualquier expresion racional que toma la forma F(s) = %, donde P(s) y Q(s) son polinomios de
los cuales el grado de Q(s) es mayor que el de P(s), puede escribirse como la suma de fracciones

Bs+C
(s—71)t y (as2+bs+c)t’

parciales de la forma:

Se mostrara con ejemplos como se obtienen estos coeficientes A, B, C, etc.

Problema Resuelto:

Luego de descomponer en fracciones simples a F (), se calcula la antitransformada de Laplace de esta
expresion.

Caso A: Los ceros del denominador son todos nimeros reales.

S _ A B C D 1
GoDG-D6+2) s—1ts+2TGoits—2z D

Multiplicando sucesivamente ambos miembros por (s — 1), (s + 2), (s — 2)?, y haciendo tender en

F(s) =

cadacasos —» 1,s - —2,s — 2, respectivamente, obtengo A, B 'y C, 0 sea:

A=l (s—1)s 1.1
T G-226-DG+2)] 3
B = i (s+2)s ] 1
T2 |(s—22G-D(s+2)| 24
o (s —2)%s |
TR |G-226-DGs+2)]| 2

Para calcular el valor de D se da cualquier valor a s en la expresion (1), por ejemplo s = 0, obteniendo

0= 42 5 2 p a4
T -1 2 4 =2 - 2 24
Otra forma (més conveniente): multiplicando ambos miembros por s y hacer tender s — o
9
1imsF(s)=O=A+B+D:D=_A_B=_ﬁ
S—00




T 1 o\
L 3 24 2 74 _
o1 512 Gz tsog) T3¢ g tptet —pet =/

Caso B: Entre los ceros del denominador existen numeros complejos conjugados.

F(s) = (s—1) A N Bs+ D
S S (s24254+4)(s+2) s+2 s24+25+4
T (s+2)(s—1) _ 3
do”de“‘_ﬁ‘l’} [(52+25+4)(s+2) T4
Haciendo s = 0 —%:24_%:”):
Haciendo s =1 0=24482,p_3
3 7 4
Luego
—% %s+1 3 %(s+1)—%+1
(s+2) s?2+2s+4 4(s+2) (s+1)2+3
-3 +3[ s+1 +1[ 1 ]
C4(s+2) 4l(s+1)2+3]  4ls+1)2+3

L7[F(s)] = —%e‘Zt + %e‘t cos(V3t) + %e‘tsen(\/gt) = f(t)

11) Hallar L=Y(F(s)) :

&) F(s) = —o— NFE) = oy

b) F($) = =533 9 F(S) = sipemm
d) F(8) = Sorps i) F(s) =%
e) F(s) = —

s(s+1)3




PARTE 3: APLICACIONES A ECUACIONES DIFERENCIALES

Problema Resuelto:

yn+ 3yr+ zy — e—Zt
Resolver: y(0)=1 aplicando la Transformada de Laplace

y'(0) =2
Solucioén: Transformando a ambos miembros, usando la notacion L(y(t)) = Y(s) y la propiedad 6, se
puede plantear:
S2Y(s) — sy(0) — y'(0) + 3[sY(s) — y(0)] + 2Y (s) =
1

s+2

Y(s).(s?+3s+2)—s—2—-3=

Y(s).(s+2)(s+1)=L+s+5

s+ 2
s24+7s+11
Yi$).(s+2)(s+1)=——7—
s+ 2
s2+7s+11 A B C

P = 26+ D G+ TG+ G+ D

(s +2)*(s*+7s +11)| _
(s+2)2(s+1) -

(s+1D(s*+7s +11)] _
I (s+2)2%(s+1) B

A=liml

s—>—2

C = lim
s—>-1

Multiplicando por s y haciendo s — oo se obtiene:
limsY(s)=1=0+B+(C=>B=1-C=—-4
S—0

y(t) = —te %t — 472t 4+ 5et

12) Problemas Propuestos:

y"+5y" + 4y = 20e’ y"'+aly = f(t)
a) y(0) =0 b) y(0) = A
y'(0) =-2 y'(0) = B
yu + 9y — 18t y”’_ 3y”+ 3y'_ y = tZeZt
c) y(0)=9 d) y'(O) =1
Y'(0) =0 y'(0) =3
y"(0) =6
. 1 o<t<l1
V' + 4y = £(£) F® =1, £>1
e) y(0) =0 para fE) =u(t—2)
y'(0)=1 i) f(t) = 6(t)

w)f(t) =6(t - 2)




13) En el instante t = 0 se aplica una FEM impulsiva §(t) al circuito de la figura. Hallar i(t) sabiendo

que las condiciones iniciales son nulas.

R
—
L=1Hy
—Cc R =1000 ohm
E)O C = 1/1690000F
NN\

L
14) Un circuito serie RLC (L = 1,R = 1000,1/C = 1.250.000) se cierraent = 0, siendo la carga en

el capacitor Q, = 1. Transcurrido 2 seg. se le aplica una FEM continua de 1 volt. Halle q(t) e i(t).

15) Un sistema masa-resorte tiene una masa = 1, constante de amortiguamiento = 2, constante del
resorte =10, y fuerza externa f(t) = e~t. Calcular la posicion y la velocidad si en ¢ = 0:
a) la masa es retirada una unidad y soltada
b) la masa es golpeada desde la posicion de equilibrio, imprimiéndole una velocidad unitaria
c¢) las condiciones iniciales son nulas

PARTE 4: APLICACIONES A SISTEMAS LINEALES, CAUSALES E INVARIANTES

Sistema
f@® > h(t) » y(t) = f(t) *h(t)
Senal de entrada Sefial de salida
0 excitacion 0 respuesta

Representacion de un sistema lineal

Sistema
F(s) > H(s) > Y(s) = F(s)H(s)

Diagrama en bloque de la funcion de transferencia

1

16) Un sistema lineal tiene una funcion de transferencia: H(s) = Gro?

Encontrar : R(8(t)), R(e™®) , R(u(t —2)),R(e™?%) , R(f (D)) .

17) Si R(f(£)) = [, f(w)du. Encontrar H(s).

10



18) Un sistema lineal tiene para una entrada f(t) = t, unarespuesta y(t) =t + et — 1. Se pide:
a) funcion de transferencia

b) respuesta a la entrada sen(t)

19) De un sistema lineal se conoce R(e %) = e~ — e 3. Se pide R(e~3¢) y R(f (D).

_ sen(2t)

20) En un sistema lineal la R(5(t)) = %sen(Zt) . Encontrar f(t)siR(f(t)) =t .

PARTE 5: ECUACIONES DIFERENCIALES SIMULTANEAS

21) Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales

) Pz YO0 YO -1
y'—x'=0 x(0)=2 x'(0)=0

b) {y”—x =0 y0=1 y(0)=1
x"—y=0 x(0)=1 x'(0)=-1

0 {y”— x'— 4y + 2x = sen(t) y(0)=y'(0) =x(0) =0
y'+2x'+y=0
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SOLUCIONARIO

Ejercicio 1

h) g(a)e™®

Ejercicio 2

) limf (1) = limsF(s) = oo

b) %imf(t) = lin(}sF(s) =0
c) limf(t) = £irr(1)sF(s) =0

Ejercicio 3
a) F(s)= [
b) No existe
Ejercicio 4
2
a) G(s) = E
s+2
b) G(s) = (s+2)2+9
Ejercicio 5

limf(t) = limsF(s) =0
t—0 S$—00

ltin&f(t) = limsF(s) =0
- S—0
ltirrolf(t) = limsF(s) =0

Graficar y analizar porque la funcion el item c) es una traslacion temporal de la del item a)

Ejercicio 6

a) G(s)=e”* (532 +i)
b) G(s) =

s+1

c) G(s)=e"" (s% +S£2)

Ejercicio 7
_b_ b __2
a) F(S)_§ _e 5
—2,-35 _ 2 ,-4s
b) F(s)—se -e

) F(s) = % (1 — 2795 4 ¢~205)

d) F(s) =5 (1 +e™)

s2

1 —35—
e) 1 (S) ~ s11 (1 e 38 3)
2 2 2 2

f) F(S)=€_S(S_3_s_2)_e_3s(s_3+s_2)
0) F&) =gq+e™ (55)

s2+1 s2+1

h) F(s)=e(Z+:+1)

12



e Ejercicio 8

2(1—e™95)
a) F(S) = as?(1+e—as)
b +1 _ 1
b) F(S) T 1-e-G5 g (_ a.ss‘z e”® +s_2)

e Ejercicio 9

b3) £ (£) =7 (1 — cos(2t))

al) f(t) =t

a2) f(t) = te?t b4) f(t) = i(l —cos(2(t — 1))u(t — 1)
ad) f(t) = 3te?t 4 3t2e2t cl) f(t) = e7** cos(2t)

ad) f(t) = %ez(t‘a)(t — a)%u(t — a) c2) f(t) = e~?*(cos(2t) — sen(2t))

c3) f(t) = e?(6 cos(4t) + 2 sen(4t))
di) f(t) =te™t
d2) f(t) = isen(at)

bl) f(t) =sent
b2) £(t) = 5 sen(2t)

e Ejercicio 10

Q) () =1
a) f(t) = eaf-ebt 0 £m 01— ersldT)
b) f(t) = —;sen(st) +2 9 1O = [ F@ax
c) f(t)=4(1—-e2) b RO = ie‘Zt(l  costat)
d) f(&) = 7te
e Ejercicio 1l
a) f(t)=—2et+2e3 —zet
b) f(t) = ée“ 2—15te3f +—t2edt — —e
¢) f(O) =2+t +=cos(3t) + = sen(3t)
d f(®) = 1—t+§—e‘t
e) f(t)= 1—e_t(1+t+§)
f) f() =5et —5tet +=t2et ——e
o) f(t)=set+ e ——ezcos (@ ) + ;= et/2sen (gt)

h) f(t) = —2te?t + 3e7 %t + 5te™?%¢

) f() = (—%e‘z(t‘3) + %e‘(t‘” cos(t —3) — %e‘(t‘” sen(t — 3)) u(t —3)



Ejercicio 12

a) y(t) = 2et —4e7t + 2%

b) y(t) = w + A cos(at) + gsen(at)
c) y(t) =9cos(3t) — gsen(3t) + 2t

d) y(t) = e?*(t? — 6t +12) + et (—§t2 — 4t — 11)

1

e) )y = i— icos(Zt) + %sen(Zt) — (Z — icos(Z(t — 1))) u(t—1)
i) y(t) = iu(t -2) - icos(Z(t - 2))u(t -2)+ %sen(Zt)
i) y(t) = sen(2t)

iv) y(t) = %sen(Z(t —2D)ut—-2)+ %sen(Zt)

Ejercicio 13
= q(t) = ﬁsen(lZOOt)e"SOOt

= i(t) = cos(1200t)e 500t — %sen(lZOOt)e"SOOt

Ejercicio 14

= q(t) = ( L1 cos(1000(t — 2))e500¢=2) —;sen(looo(t —

1250000 1250000 1250000
2))8_500(t_2)) u(t — 2) + cos(1000t) e 500t 4 %sen(lOOOt) e 500t

, 1 _ _ 1 ~ _
= i(t) = (ﬁsen(lOOO(t —2)) e300 — ——c0s(1000(t — 2))e~>00¢"2) —
1

1 — - - -
——cos(1000(t — 2))e =502 + ——sen(1000(t — 2))e "¢ ) u(t - 2) —

1250 sen(1000t)e~>00¢
Ejercicio 15
a) x(t) = %e‘t + gcos(St)e_t + gsen(3t)e‘t
b) x(t) = %e‘t - %cos(St)e‘t + %sen(Bt)e‘t
c) x(t) = %e“ - %cos(St)e‘t

Ejercicio 16
d) y(t)=—et+tet+e 2

a) y(t) =te™t e) y(®) =f(t)xe 't
b) y(t) = ;%™

c) y(t)=(1—e E2D)u(t—2)



Ejercicio 17

1
" H(s) =
Ejercicio 18

1
a) H(s) =

by y(t) = %e‘t —%cost+%sent

Ejercicio 19

a) y(t) = 2te 3¢

b) y() =2e73" « f(©)
Ejercicio 20

= f(t) =4t
Ejercicio 21

9 5
2) {x(t) =1- Jcost +—sent
y(t) = sent

x(t) = %et +%e‘t —sent

b)
y(t) = %et + %e‘t +sent

x(t) = .
c) {y(t) — ...



