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Funcionales que dependen de derivadas de mayor orden 

Objetivo: Extenderemos lo visto para el caso general en el que el funcional queda en 

función no solamente de la derivada primera, sino también de las derivadas de mayor 

orden. Esto es 

𝒥(𝑦) = ∫ 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, . . . . 𝑦(𝑚))
𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥 

Las condiciones de contorno consideradas son:  

𝑦(𝑥0) = 𝑦0         𝑦
′(𝑥0) = 𝑦10        𝑦

′′(𝑥0) = 𝑦20     …    𝑦
(𝑚−1)(𝑥0) = 𝑦(𝑚−1)0 

𝑦(𝑥1) = 𝑦1         𝑦
′(𝑥1) = 𝑦11        𝑦

′′(𝑥1) = 𝑦21     …    𝑦
(𝑚−1)(𝑥1) = 𝑦(𝑚−1)1 

Es decir, se dan los valores de las funciones en las fronteras y de sus derivadas hasta un 

orden 𝑚− 1. 

Para este caso, la ecuación de Euler es: 

𝐹𝑦 −
𝑑

𝑑𝑥
(𝐹𝑦′) +

𝑑2

𝑑𝑥2
(𝐹𝑦′′) + ⋯+ (−1)

𝑚
𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
(𝐹𝑦(𝑚)) = 0 

 

Demostración: Haremos la prueba para el caso particular en que el funcional a 

optimizar sea 

𝒥(𝑦) = ∫ 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′)
𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥 

La prueba para el caso general se extiende trivialmente.  

Las condiciones de contorno para este caso son: 

𝑦(𝑥0) = 𝑦0         𝑦′(𝑥0) = 𝑦10 

𝑦(𝑥1) = 𝑦1         𝑦′(𝑥1) = 𝑦11 

Consideremos arbitrariamente una función 𝑢 = 𝑢(𝑥) diferenciable al menos dos veces y 

acotada en el intervalo de integración [𝑥0, 𝑥1] tal que: 

𝑢(𝑥0) = 𝑢(𝑥1) = 𝑢′(𝑥0) = 𝑢′(𝑥1) = 0 

Luego las funciones 𝑦(𝑥) ± 𝜀. 𝑢(𝑥), con 𝜀 > 0 tan chico como sea necesario, están tan 

cercanas a 𝑦(𝑥) como se quiera. Además, estas funciones verifican las condiciones de 

contorno, ya que  

𝑦(𝑥0) ± 𝜀. 𝑢(𝑥0) = 𝑦0               𝑦′(𝑥0) ± 𝜀. 𝑢′(𝑥0) = 𝑦10 



𝑦(𝑥1) ± 𝜀. 𝑢(𝑥1) = 𝑦1               𝑦′(𝑥1) ± 𝜀. 𝑢′(𝑥1) = 𝑦11 

Luego, 𝑦(𝑥) es un máximo (mínimo) del funcional 𝒥(𝑦) si para cualquier 𝑢(𝑥) la 

función 

Γ(𝜀) = 𝒥(𝑦 + 𝜀𝑢) 

tiene un máximo (mínimo) en 𝜀 = 0. 

Por lo que, una condición necesaria para que 𝑦(𝑥) sea una función extremal de 𝒥(𝑦) es 

que Γ tenga un punto crítico en ε = 0, y para ello se necesita que Γ′(0) = 0. 

Γ′(𝜀) = ∫
𝑑

𝑑𝜀
𝐹(𝑥, 𝑦 + 𝜀𝑢, 𝑦′ + 𝜀𝑢′, 𝑦′′ + 𝜀𝑢′′)𝑑𝑥

𝑥1

𝑥0

 

= ∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦 + 𝜀𝑢, 𝑦′ + 𝜀𝑢′, 𝑦′′ + 𝜀𝑢′′)𝑢 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
(𝑥, 𝑦 + 𝜀𝑢, 𝑦′ + 𝜀𝑢′, 𝑦′′ + 𝜀𝑢′′)𝑢′

𝑥1

𝑥0

+
𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
(𝑥, 𝑦 + 𝜀𝑢, 𝑦′ + 𝜀𝑢′, 𝑦′′ + 𝜀𝑢′′)𝑢′′) 𝑑𝑥 

Evaluando en ε = 0, y evitando escribir el argumento (𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′) para simplificar la 

notación, resulta 

0 = Γ′(0) = ∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦
𝑢 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
𝑢′ +

𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
𝑢′′)

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥                         (1) 

El segundo término se integra por partes y se usa la condición de contorno del mismo 

modo que se hizo en el caso de primer orden. 

∫
𝜕𝐹

𝜕𝑦′
𝑢′

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥 = (𝑢
𝜕𝐹

𝜕𝑦′
)|
𝑥0

𝑥1

⏟      
=0 pues

𝑢(𝑥0)=𝑢(𝑥1)=0

−∫
𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
𝑢

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥 = −∫
𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
𝑢

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥        (2) 

El tercer término se integra por partes dos veces resultando 

∫
𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
𝑢′′

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥 = (𝑢′
𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
)|
𝑥0

𝑥1

⏟        
=0 pues

𝑢′(𝑥0)=𝑢′(𝑥1)=0

−∫
𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
𝑢′

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥 

= −(𝑢
𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
)|
𝑥0

𝑥1

⏟        
=0 pues

𝑢(𝑥0)=𝑢(𝑥1)=0

+∫
𝑑2

𝑑𝑥2
𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
𝑢

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥 = ∫
𝑑2

𝑑𝑥2
𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
𝑢

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥              (3) 

Reemplazando (2) y (3) en (1), resulta 



0 = ∫ 𝑢 (
𝜕𝐹

𝜕𝑦
−
𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
+
𝑑2

𝑑𝑥2
𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
)

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥 

Por la arbitrariedad de la función 𝑢 = 𝑢(𝑥) se obtiene la siguiente identidad conocida 

como Ecuación de Euler para el caso de funcionales que dependen de derivadas de 

mayor orden dada por 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
−
𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
+
𝑑2

𝑑𝑥2
𝜕𝐹

𝜕𝑦′′
= 0 

 

Ejemplo 1: Hallar la extremal de:  

𝒥(𝑦) = ∫ (𝑥 + 𝑦′′)2
1

0

𝑑𝑥 

si las condiciones de contorno son  {
𝑦(0) = 0        𝑦′(0) = 1

𝑦(1) = 1        𝑦′(1) = 1
 

Si aplicamos la E.E. para funcionales de derivadas de mayor orden para 𝑚 = 2 queda  

𝐹𝑦 −
𝑑

𝑑𝑥
(𝐹𝑦′) +

𝑑2

𝑑𝑥2
(𝐹𝑦′′) = 0                                                (1) 

 

La expresión de 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′) es  

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′) = (𝑥 + 𝑦′′)2 

Calculando las derivadas se tiene: 

𝐹𝑦 = 0           𝐹𝑦′ = 0          𝐹𝑦′′ = 2(𝑥 + 𝑦
′′)        

𝑑

𝑑𝑥
(𝐹𝑦′) = 0       

𝑑2

𝑑𝑥2
(𝐹𝑦′′) = 2𝑦

𝐼𝑉  

Reemplazando en (1) se tiene: 

𝑦𝐼𝑉 = 0 

Integrando miembro a miembro sucesivamente cuatro veces la solución es  

𝑦 = 𝐶1𝑥
3 + 𝐶2𝑥

2 + 𝐶3𝑥 + 𝐶4 

Calculando la derivada para aplicar las condiciones de contorno resulta 

𝑦′ = 3𝐶1𝑥
2 + 2𝐶2𝑥 + 𝐶3 

Aplicando las condiciones de contorno se tiene: 

{
 

 
𝑦(0) = 𝐶4 = 0                              

𝑦(1) = 𝐶1 + 𝐶2 + 𝐶3 + 𝐶4 = 1

𝑦′(0) = 𝐶3 = 1                             

𝑦′(1) = 3𝐶1 + 2𝐶2 + 𝐶3 = 1    

 



Sistema cuya solución es: 

𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶4 = 0           𝐶3 = 1 

Luego la solución única es: 

𝑦 = 𝑥 

 

Ejemplo 2: 

Estudiar la forma que adopta una cinta 𝐶 rectilínea metálica flexible y uniforme, la cual 

está empotrada en sus extremos, y obligada a pasar por 𝑛 puntos. Considerar pequeñas 

deformaciones y despreciar la influencia del peso. 

La pregunta es ¿qué forma adopta?  

 

Obtención del Modelo Matemático 

La forma que adopta la cinta es aquella que acumula menor energía potencial, o menor 

deformación a partir de la forma recta.  

Esta deformación se mide con la variación espacial de la pendiente de la recta tangente 

cuantificada con 𝑦′′.  

Luego el funcional a optimizar es: 

𝒥(𝑦) = ∫ 𝑦′′
2
𝑑𝑥

𝑥1

𝑥0

 

 

Nota: Si se multiplica este funcional por la constante de resistencia a la flexión se 

obtiene la energía potencial acumulada en la cinta. 

 

Agreguemos al modelo las condiciones de contorno, las cuales vienen dadas por 

 {
𝑦(𝑥0) = 𝑦0      𝑦′(𝑥0) = tan𝛼

𝑦(𝑥1) = 𝑦1         𝑦′(𝑥1) = tan𝛽
 

 

Figura 1 

𝐶 
 

𝑦 = 𝑦(𝑥) 

𝑥0 𝑥1 



Solución: 

Aplicando la ecuación de Euler correspondiente se obtiene 

𝑑2

𝑑𝑥2
(2𝑦′′) = 0        ⟹        𝑦′′′′ = 0 

cuya solución general está conformada por polinomios de 3º grado dados por: 

𝑦 = 𝐶1𝑥
3 + 𝐶2𝑥

2 + 𝐶3𝑥 + 𝐶4 

Note que para hallar las constantes se necesitan 4 condiciones de contorno. Si se le 

exige a 𝑦 = 𝑦(𝑥) que pase por 𝑛 puntos, seguramente caeremos en un sistema con 

ecuaciones incompatibles. La solución a esto es hacer ajustes por tramos considerando 

dos puntos consecutivos en cada tramo, y colocando como condiciones de contorno las 

dos restricciones que le exigen a la cinta pasar por los puntos contiguos, más dos 

restricciones que busquen que la cinta no muestre quiebres entre ajustes adyacentes. 

Para lograr esto, se exige que las rectas tangentes a los ajustes que se hacen a ambos 

lados de cada punto tengan la misma pendiente en el mencionado punto. A la curva 

definida por partes que resulta se la conoce como spline. 

 

Funcionales que dependen de más de una función 

 

Objetivo: Optimizar el funcional dependiente de varias funciones  

𝒥(𝑦1, 𝑦2) = ∫ 𝐹(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦1
′ , 𝑦2

′)
𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥 

con las Condiciones de Contorno correspondientes a cada una de las funciones: 

{
𝑦1(𝑥0) = 𝑦10            𝑦2(𝑥0) = 𝑦20
𝑦1(𝑥1) = 𝑦11                  𝑦2(𝑥1) = 𝑦21

 

Se utiliza la Ecuación de Euler para cada función según corresponda a sus 

características de tal manera que se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales de 

segundo orden: 

Ecuación de Euler para 𝑦1                  𝐹𝑦1 −
𝑑

𝑑𝑥
(𝐹𝑦1′) = 0 

Ecuación de Euler para 𝑦2            𝐹𝑦2 −
𝑑

𝑑𝑥
(𝐹𝑦2′) = 0 

 

 

Demostración: Supongamos que 𝑦1 e 𝑦2 son extremales del funcional 𝒥(𝑦1, 𝑦2). 

Consideremos arbitrariamente dos funciones 𝑢1 = 𝑢1(𝑥)  y  𝑢2 = 𝑢2(𝑥) diferenciables 

y acotadas tales que 

𝑢1(𝑥0) = 𝑢1(𝑥1) = 𝑢2(𝑥0) = 𝑢2(𝑥1) = 0 



Para 𝜀 > 0 lo suficientemente pequeño, las funciones 𝑦1 ± 𝜀𝑢1,  𝑦2 ± 𝜀𝑢2 son pequeñas 

variaciones de las funciones óptimas 𝑦1, 𝑦2 que satisfacen las condiciones de contorno. 

Si consideramos la función  

Γ(𝜀) = 𝒥(𝑦1 + 𝜀𝑢1, 𝑦2 + 𝜀𝑢2) 

resulta necesario que Γ′(0) = 0. Luego 

Γ′(𝜀) = ∫
𝑑

𝑑𝜀
𝐹(𝑥, 𝑦1 + 𝜀𝑢1, 𝑦2 + 𝜀𝑢2, 𝑦1

′ + 𝜀𝑢1
′ , 𝑦2

′ + 𝜀𝑢2
′ )𝑑𝑥

𝑥1

𝑥0

 

= ∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦1
(𝑥, 𝑦1 + 𝜀𝑢1, 𝑦2 + 𝜀𝑢2, 𝑦1

′ + 𝜀𝑢1
′ , 𝑦2

′ + 𝜀𝑢2
′ )𝑢1

𝑥1

𝑥0

+
𝜕𝐹

𝜕𝑦1
′ (𝑥, 𝑦1 + 𝜀𝑢1, 𝑦2 + 𝜀𝑢2, 𝑦1

′ + 𝜀𝑢1
′ , 𝑦2

′ + 𝜀𝑢2
′ )𝑢1

′)𝑑𝑥 + 

+∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦2
(𝑥, 𝑦1 + 𝜀𝑢1, 𝑦2 + 𝜀𝑢2, 𝑦1

′ + 𝜀𝑢1
′ , 𝑦2

′ + 𝜀𝑢2
′ )𝑢2

𝑥1

𝑥0

+
𝜕𝐹

𝜕𝑦2
′ (𝑥, 𝑦1 + 𝜀𝑢1, 𝑦2 + 𝜀𝑢2, 𝑦1

′ + 𝜀𝑢1
′ , 𝑦2

′ + 𝜀𝑢2
′ )𝑢2

′)𝑑𝑥 

Luego, evaluando en 𝜀 = 0 y reduciendo notación como antes, resulta que 

0 = Γ′(0) = ∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦1
𝑢1 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦1
′ 𝑢1

′)
𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥 +∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝑦2
𝑢2 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦2
′ 𝑢2

′ )
𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥 

Integrando por partes y usando las condiciones de contorno al igual que cuando 

dedujimos las EE para una función incógnita, resulta  

0 = ∫ 𝑢1 (
𝜕𝐹

𝜕𝑦1
−
𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦1
′)

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥 + ∫ 𝑢2 (
𝜕𝐹

𝜕𝑦2
−
𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦2
′)

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥 

Como 𝑢1(𝑥) y 𝑢2(𝑥) fueron elegidas arbitrariamente, resulta que una condición 

necesaria para que el par de funciones 𝑦1(𝑥) e 𝑦2(𝑥) sean extremales de 𝒥(𝑦1, 𝑦2) es 

que se verifiquen las EE planteadas para 𝑦1 e 𝑦2. 

 

Ejemplo: Encontrar las extremales de  

𝒥(𝑦, 𝑧) = ∫ (𝑦′2 + 𝑧′2 + 2𝑦𝑧

𝜋
2⁄

0

)𝑑𝑥 

Sabiendo que  

𝑦(0) = 0             𝑦(𝜋 2⁄ ) = 1 

   𝑧(0) = 0             𝑧(𝜋 2⁄ ) = −1 

Solución: 

Se calcula la E.E. correspondiente a cada función 



𝐹𝑦 −
𝑑

𝑑𝑥
(𝐹𝑦′) = 0   

𝐹𝑧 −
𝑑

𝑑𝑥
(𝐹𝑧′) = 0  

       ⟹     {
2𝑧 − 2𝑦′′ = 0

2𝑦 − 2𝑧′′ =  0
      Sistema de EDO 

Para resolver el sistema se trabaja en forma análoga a como se trabaja con sistemas de 

ecuaciones algebraicas, aplicando por ejemplo el método de sustitución. Para ello, se 

despeja una función incógnita de una ecuación para reemplazarla en la otra con el fin de 

obtener como resultado una EDO en una sola variable, la cual debemos resolver 

aplicando los conocimientos de Cálculo II. 

En este caso puedo despejar la función 𝑧 de la primera y reemplazarla en la segunda 

ecuación.  Elegimos la función a despejar de tal manera que, la operación a realizar en 

la segunda ecuación para obtener una EDO en una sola incógnita, sea derivación, nunca 

integración.  

2𝑧 − 2𝑦′′ = 0       ⟹      𝑧 = 𝑦′′ 

En la segunda ecuación aparece la derivada segunda de 𝑧, la cual se calcula derivando  

𝑧 = 𝑦′′           ⟹        𝑧′′ = 𝑦′′′′ 

Reemplazando en la segunda ecuación se obtiene  

2𝑦 − 2𝑧′′ =  0        ⟹         2𝑦 − 2𝑦′′′′ = 0   

Luego, la EDO que debe resolverse con los métodos vistos en Cálculo II es: 

2𝑦 − 2𝑦′′′′ = 0   

Resulta una EDO homogénea de cuarto orden cuya ecuación característica asociada es 

𝑟4 − 1 = 0 

Las raíces son:  𝑟1,2 = ±1        𝑟3,4 = ±1𝑗  

Luego la solución general de la ecuación homogénea es: 

𝑦 = 𝐶1𝑒
𝑥 + 𝐶2𝑒

−𝑥 + 𝐶3 sen(𝑥) + 𝐶4 cos(𝑥) 

𝑧 = 𝑦′′ = 𝐶1𝑒
𝑥 + 𝐶2𝑒

−𝑥 − 𝐶3 sen(𝑥) − 𝐶4 cos(𝑥) 

Las constantes se obtienen reemplazando las condiciones de contorno 

𝑦(0) = 0             𝑦(𝜋 2⁄ ) = 1 

   𝑧(0) = 0            𝑧(𝜋 2⁄ ) = −1 

     𝑦(0) = 0 = 𝐶1 + 𝐶2 + 𝐶4

𝑦(𝜋 2⁄ ) = 1 = 𝐶1𝑒
𝜋
2⁄ + 𝐶2𝑒

−𝜋 2⁄ + 𝐶3 

     𝑧(0) = 0 = 𝐶1 + 𝐶2 − 𝐶4

𝑧(𝜋 2⁄ ) = −1 = 𝐶1𝑒
𝜋
2⁄ + 𝐶2𝑒

−𝜋 2⁄ − 𝐶3}
 
 

 
 

    ⟹     𝐶1 = 0     𝐶2 = 0     𝐶3 = 1     𝐶4 = 0 

 

 



La solución única del problema es  

{
𝑦 = sen(𝑥)

 𝑧 = − sen(𝑥)
 

 

Ejercicio: Optimizar 

𝒥(𝑦, 𝑧) = ∫ (4𝑦′2 + 𝑧′2 + 2𝑦𝑧 − 𝑥2
𝜋

0

)𝑑𝑥 

usando las condiciones de contorno 

{
𝑦(0) = 1       𝑦(𝜋) = 0

𝑧(0) = 8       𝑧(𝜋) = 0
 

 

Principio de Hamilton 

 

Principio de Hamilton: 

Considere un sistema mecánico (conservativo) con coordenadas generalizadas 

𝑞 = 𝑞(𝑡), energía potencial 𝑉 y energía cinética 𝑇. La evolución temporal de 𝑞(𝑡) 

entre los tiempos 𝑡0 y 𝑡1 será aquella que haga estacionaria la integral del 

Lagrangiano dado por 𝐿 = 𝑇 − 𝑉, esto es:  

𝒥(𝑞) = ∫ 𝐿(𝑡, 𝑞, 𝑞̇) 𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

 

 

Ejemplo 1: Sistema masa-resorte sin fricción 

En un sistema masa-resorte, la variable de estado 

𝑞 = 𝑥 es la posición de la masa relativa a su 

posición de equilibrio. Además, la expresión de la 

energía cinética está dada por  

𝑇 =
1

2
𝑚𝑥̇2 

y de la energía potencial es  

𝑉 =
1

2
𝑘𝑥2 

Según la definición del Lagrangiano 

𝐿(𝑡, 𝑥, 𝑥̇) =
1

2
𝑚𝑥̇2 −

1

2
𝑘𝑥2 

Este Lagrangiano depende de 𝑡 a través del desplazamiento 𝑥, y la velocidad 𝑥̇.  

Figura 2 

𝑥 

𝑘 

𝑚 



Aplicando la E.E. se tiene  

𝜕𝐿

∂𝑥
−
𝑑

𝑑𝑡
(
∂𝐿

∂𝑥̇
) = 0 

𝐿𝑥 = −𝑘𝑥

𝐿𝑥̇ = 𝑚𝑥̇          ⟹          
𝑑

𝑑𝑡
(𝐿𝑥̇) = 𝑚𝑥̈

  

Reemplazando en la EE 

𝑚𝑥̈ + 𝑘𝑥 = 0 

Se llega a la misma ecuación de movimiento que se obtiene al aplicar las leyes de 

Newton. 

 

 

Ejemplo 2: Péndulo simple 

 
De la Figura 3 se obtienen las ecuaciones del vector posición 𝑟(𝑥, 𝑦), donde ℓ es la 

longitud de la cuerda y 𝜃 el ángulo que forma la cuerda con el eje vertical “𝑥”. 

Teniendo en cuenta las relaciones trigonométricas se tiene que  

𝑟 = (𝑥, 𝑦) = (ℓ cos(𝜃) , ℓ sen(𝜃))         𝜃 = 𝜃(𝑡) 

𝑟̇ = (−ℓ sen(𝜃) 𝜃̇, ℓ cos(𝜃) 𝜃̇)                                 

‖𝑟̇‖
2
= ℓ2𝜃̇2 

Luego la energía cinética será 

𝑇 =
1

2
𝑚‖𝑟̇‖

2
=
1

2
𝑚ℓ2𝜃̇2 

La energía potencial es  

𝑉 = −𝑚𝑔ℓ cos(𝜃) 

Luego la función lagrangiana resulta  

𝐿(𝑡, 𝜃, 𝜃̇) = 𝑇 − 𝑉 

𝐿 =
1

2
𝑚ℓ2𝜃̇2 +𝑚𝑔ℓ cos(𝜃) 

𝑦 

𝜃 

𝑟 = (𝑥, 𝑦) 
𝑥 

Figura 3 



Aplicando la E.E. resulta 

𝐿𝜃 = −𝑚𝑔ℓ sen(𝜃) 

𝐿𝜃̇ = 𝑚ℓ
2𝜃̇                

𝑑

𝑑𝑡
(𝐿𝜃̇) =  𝑚ℓ

2𝜃̈ 

Luego reemplazando en la E.E. 

𝐿𝜃 −
𝑑

𝑑𝑡
(𝐿𝜃̇) = 0 

−𝑚𝑔ℓ sen(𝜃) − 𝑚ℓ2𝜃̈ = 0 

ℓ𝜃̈ + 𝑔 sen(𝜃) = 0 

Normalizando la E.D.O. se obtiene 

𝜃̈ +
𝑔

ℓ
sen(𝜃) = 0 

Ecuación Diferencial no Lineal de segundo orden es difícil de resolver analíticamente, 

por lo que se recurre a métodos numéricos. 

Sin embargo, si suponemos pequeñas oscilaciones por ejemplo   |𝜃| < 𝜋 15⁄  , para estos 

valores de 𝜃 se cumple que sen(𝜃) ≅ 𝜃. 

Por ejemplo para 𝜃 = 𝜋/18 = 0.174532 radianes, se tiene  sen(𝜃) = 0.173648 

Entonces para pequeñas oscilaciones se puede reemplazar sen(𝜃) por 𝜃 obteniendo  

𝜃̈ +
𝑔

ℓ
𝜃 = 0 

EDO Lineal de segundo orden con coeficientes constantes cuya solución es, teniendo en 

cuenta que las raíces de la ecuación característica son ±√
𝑔

ℓ
𝑖 , 

𝜃 = 𝜃(𝑡) = 𝐶1 cos (√
𝑔

ℓ
𝑡) + 𝐶2 sen(√

𝑔

ℓ
𝑡) 

En esta expresión la frecuencia angular es  

𝜔 = √
𝑔

ℓ
 

Luego el período del péndulo es: 

𝑇 =
2𝜋

𝜔
= 2𝜋√

ℓ

𝑔
 

Note que si aumenta la longitud ℓ del péndulo, entonces el período 𝑇 es mayor, y por 

ende, disminuye la frecuencia angular 𝜔. Luego el péndulo se mueve más lento si se 

aumenta la longitud del péndulo. 



 

Ejemplo 3: Péndulo articulado 

Consideremos un péndulo articulado plano considerando dos enlaces contiguos (de 

longitudes ℓ1 y ℓ2) y solamente una masa puntual 𝑚 en su extremo (𝑥, 𝑦). Las 

articulaciones se encuentran en el origen de coordenadas y en el nexo entre los dos 

enlaces (extremos del primer enlace). El estado del sistema lo caracterizan los ángulos 

𝜃1 y 𝜃2 diagramados en la Figura 4. Luego  

𝑥 = ℓ1 cos(𝜃1) + ℓ2 cos(𝜃2)

𝑦 = ℓ1 sen(𝜃1) + ℓ2 sen(𝜃2)  
 

𝑟 = (ℓ1 cos(𝜃1) + ℓ2 cos(𝜃2) ,  ℓ1 sen(𝜃1) + ℓ2 sen(𝜃2))                      

𝑟̇ = (−𝜃̇1ℓ1 sen(𝜃1) − 𝜃̇2ℓ2 sen(𝜃2) , 𝜃̇1ℓ1 cos(𝜃1) + 𝜃̇2ℓ2 cos(𝜃2))  

‖𝑟̇‖
2
= 𝑣2 = 𝜃̇1

2ℓ1
2 + 𝜃̇2

2ℓ2
2 + 2𝜃̇1𝜃̇2ℓ1ℓ2 cos(𝜃1 − 𝜃2)                   

 

Por lo tanto, la expresión de la energía cinética y potencial es  

𝑇 =
1

2
𝑚‖𝑟̇‖

2
=
1

2
𝑚(𝜃̇1

2ℓ1
2 + 𝜃̇2

2ℓ2
2 + 2𝜃̇1𝜃̇2ℓ1ℓ2 cos(𝜃1 − 𝜃2)) 

𝑉 = −𝑚𝑔(ℓ1 cos(𝜃1) + ℓ2 cos(𝜃2))                                                     

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 = 𝐿(𝑡, 𝜃1, 𝜃2, 𝜃̇1, 𝜃̇2) 

 

Ejercicio: Aplicar las Ecuaciones de Euler para modelar la evolución del sistema. 

 

Caso General 
En general  

𝐿 = 𝐿(𝑡, 𝑞1, 𝑞2, . . . . . . . , 𝑞𝑛, 𝑞̇1, 𝑞̇2, . . . . . . . . , 𝑞̇𝑛) 

donde las 𝑞𝑖 se llaman coordenadas generalizadas. Estas variables pueden ser 𝑥, 𝜃, o 

cualquier otra variable según la naturaleza del problema. 

Luego las expresiones de la Energía Cinética y Potencial serán  

𝑦 

Figura 4 

𝜃2 

𝑥 
𝑟 = (𝑥, 𝑦) 

𝜃1 



𝑇 = 𝑇(𝑡, 𝑞1, 𝑞2, …… . , 𝑞𝑛, 𝑞̇1, 𝑞̇2, …… . . , 𝑞̇𝑛)
𝑉 = 𝑉(𝑡, 𝑞1, 𝑞2, …… . , 𝑞𝑛)

 

Sabiendo que  

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 

Se aplica la E.E. para cada una de las funciones 𝑞𝑖 

𝜕

𝜕𝑞𝑖
(𝑇 − 𝑉) −

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝑞̇𝑖
) = 0         ∀𝑖 = 1, … , 𝑛 

Obteniendo un sistema de 𝑛 ecuaciones de Euler. También podemos usar otra notación: 

(𝑇𝑞𝑖 − 𝑉𝑞𝑖) −
𝑑

𝑑𝑡
𝑇𝑞̇𝑖 = 0 

Ejercicio: Plantear y resolver las ecuaciones resultantes de aplicar el principio de 

Hamilton, para un sistema para el cual: 

𝑇 = 𝑞1 + 𝑞̇1
2 + 𝑞̇2

2

𝑉 = 2𝑞1𝑞2
  

𝐿 = 𝑞1 + 𝑞̇1
2 + 𝑞̇2

2 − 2𝑞1𝑞2 

Para 𝑞1 la E.E. es  

𝐿𝑞1 = 1 − 2𝑞2             𝐿𝑞̇1 = 2𝑞̇1            
𝑑

𝑑𝑡
𝐿𝑞̇1 = 2𝑞̈1  

𝐿𝑞1 −
𝑑

𝑑𝑡
𝐿𝑞̇1 = 0 

1 − 2𝑞2 − 2𝑞̈1 = 0 

𝑞̈1 + 𝑞2 =
1

2
 

Análogamente se procede para 𝑞2 y se obtiene la E.E. correspondiente: 

𝑞̈2 + 𝑞1 = 0 

Obteniendo el sistema de EDO: 

{
𝑞̈1 + 𝑞2 =

1

2
𝑞̈2 + 𝑞1 = 0

 

Despejando de la primera ecuación 𝑞2 y derivando dos veces, se reemplaza en la 

segunda ecuación obteniendo 

𝑞2 = −𝑞̈1 +
1

2
 

𝑞1′′′′ − 𝑞1 = 0 

Solución: 

𝑞1 = 𝐶1𝑒
𝑡 + 𝐶2𝑒

−𝑡 + 𝐶3 sen(𝑡) + 𝐶4 cos(𝑡)             



𝑞2 = −𝐶1𝑒
𝑡 − 𝐶2𝑒

−𝑡 + 𝐶3 sen(𝑡) + 𝐶4 cos(𝑡) +
1

2
 

 

Ejercicio: Halle la evolución del sistema considerando las siguientes condiciones 

iniciales: 

𝑞1(0) = 1        𝑞̇1(0) = 0         𝑞2(0) =
1

2
              𝑞̇2(0) = 1 

 


