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ECUACIONES DIFERENCIALES EN
DERIVADAS PARCIALES

INTRODUCCION

Definicion: Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (a veces abreviadas
como EDDP) son aquellas ecuaciones diferenciales cuyas incégnitas son funciones de
diversas variables independientes, con la peculiaridad de que en dicha ecuacion figuran
no solo las propias funciones sino también sus derivadas.

¢ Orden: Mayor orden de derivacion que aparece en la ecuacion.

e EDDP Lineales: Una EDP es lineal si la funcion incégnita y sus derivadas aparecen
linealmente, sin productos entre ellas, potencias ni funciones no lineales, y sus

coeficientes dependen Gnicamente de las variables independientes.

El siguiente cuadro resume estas definiciones.

Ecuaciones Diferenciales Tipo variable variables | Orden | Lineal
dependiente | indep.
0%u N 0’u 0
0x* ~ dy? Parcial u X,y 2 si
y™ 4+ y2 =0 Ordinaria y x n no
ou 0°u Parcial u x,t 2 si
ot 0x?
0°u  Oudu _ 0 Parcial u X,y 2 no
ax2 dxdy
o*u o*u  d*u Parcial u X,y 4 si
+2 +-—=0
ox* 0x2dy? = 0dy*
Solucién de una EDDP

Comencemos viendo como generar algunas EDDP particulares.

Ejemplo 1:

Supongamos que tenemos una funcion z = z(x, y) donde la dependencia de z respecto

a las variables independientes es de la forma

z=¢x+y)

donde ¢ es una funcidn arbitraria de una sola variable. Por ejemplo




Funcion de la forma z = ¢(x + y) Funcién ¢ considerada
z=(x+y)? o) = t?
z=x+y+cos(x + y) + e ¥’ d(t) =t+cost+et
z=((x+y)3P—-x—y o) =t3—t

En estos casos la funcion ¢ depende de la variable t, que depende _ex
de las variables x e y através de larelaciéon t = x + y. Estoes: ¢ —>t —_ y

Luego la derivada de ¢ respecto de t es una derivada total. Ademas, podemos aplicar la
regla de la cadena para derivar ¢ respecto de x e y:

0 d¢ o
= 1= = )

Anélogamente
zy =¢'(x+y)
Por lo tanto
Zy = 2Zy
Concluyendo que cualquier funcion de la forma
z=¢x+y)
es solucion de la EDDP z, = z,, 0 equivalentemente, de la EDDP

0z az_

0x (')y_o

Ejercicio: Verificar que las funciones dadas en la tabla verifican la EDDP.

Ejemplo 2:

Supongamos que tenemos una funcion z = z(x, y) donde la dependencia de z respecto
a las variables independientes es de la forma

z=¢x) +y(y)

donde ¢ y ¥ son funciones arbitrarias de una sola variable. Por ejemplo

Funcion de la forma Funcion ¢ considerada Funcion i considerada
z=¢x)+9Y)
z=x*+y? u=¢(x) = x? v=19y) =y?

z=x+y+cos(x)+e? | u=¢x)=x+cos(x) | v=y@)=y+e?’

z=x3—x—7y u=¢x) =x>—x v=9Y()=-y




vy u—rx

En estos casos las funciones ¢ y i dependen de una variable. Esto es: z —_ v —>y

Luego las derivadas de ¢ y y respecto a sus variables independientes son derivadas
totales. Ademas, podemos aplicar la regla de la cadena para derivar

z2=u+v=¢x) +p0)
respecto de x e y:

dz 0zdu
= o T dudx - PP =90
Analogamente
0z 0zdv
=5y T ey - YOI =YO)

Luego las derivadas cruzadas de z son nulas, ya que z, no depende de y, y z, no
depende de x. Por lo tanto

Zyy = Zyxy = 0
Concluyendo que cualquier funcion de la forma z = ¢(x) + ¥(y) es solucion de la
EDDP z,, = 0, o equivalentemente, de la EDDP
0%z

dxdy =0

Ejercicio: Verificar que las funciones dadas en la tabla verifican la EDDP.

Ejemplo 3:

Supongamos que tenemos una funcién z = z(x, t) donde la dependencia de z respecto a
las variables independientes es de la forma

z=¢(x+at) +P(x —at)

donde a es una constante, ¢ es una funcion arbitraria de una sola variable u = x + at, y
Y es una funcion arbitraria de una sola variable v = x — at. Esto es

_rx
z/u\‘t
N

U\t



Por ejemplo

Funcion de la forma Funcion ¢ considerada | Funcion i considerada
z=¢((x+at) +Pp(x —at)
z=(x+at)? + (x — at)? ¢ (u) = u? Yw) = v?
z =x + at + cos(x — at) o(u) =u Y(v) =cosv
z=(x—at)® —e*tet d(u) = —e Yyw) =v3

Luego las derivadas de ¢ y y respecto a sus variables independientes son derivadas
totales. Ademas, podemos derivar z respecto de x y t:

0z 0zOu 0z0v
T 9x  ouox ' ovox
Zy=¢' W +yP' (W) =¢'(x +at) +Y'(x — at)
Analogamente
dz 0zou 0zdv
~ 3t uor avor
zi=¢'(W.a—-yYP'w)a=ad'(x+at) —ayp’'(x —at)

Derivando nuevamente respecto de x y t respectivamente, resultan:

Zt

0%z 0z, ., .,
Zxx:W:E:(P (x+at) +yY"(x — at)
0%z 0z,

Zu =g = G = a’¢” (x + at) + a*y" (x — at)

Por lo tanto
Zer = Q% Zyy
Concluyendo que cualquier funcién de la forma
z=¢(x+at) +P(x —at)

es solucién de la EDDP z;; = a®z,,, 0 equivalentemente, de la EDP

0%z 5 0%z — o
otz % oxz
Ejercicio: Verificar que las funciones dadas en la tabla verifican la EDDP.
Ejercicios:
Generar la EDDP que tienen como solucion las siguientes funciones:
l) zZ = x¢()’) + lp()’) Rta: Zyx =0
2) z = x¢ G) Rta:z = x.z, + .2,

3)z=¢p(x*+y?) Rta: yz, — xz, = 0



Con fines ilustrativos, en cada uno de los ejemplos hemos partido de formas funcionales
especificas y hemos hallado una EDDP para la cual estas funciones son soluciones. En
la practica el procedimiento es al revés, se da una EDDP y se intenta hallar un conjunto
de funciones que satisfacen la EDDP.

En el Ejemplo 1 se considero que z depende de una sola funcion arbitraria ¢, y se halld
una EDDP de orden 1.

Por otro lado, en los Ejemplos 2 y 3 se consider6 que z depende de dos funciones
arbitrarias ¢ y v, y se hall6 una EDDP de orden 2.

Este mismo patrdn se verifico en el anterior Ejercicio 3.

En general, la solucion de una EDDP de orden n que depende de n funciones arbitrarias
se la conoce como solucidn general de la EDDP.

Particularizando valores para las funciones arbitrarias en la solucion general, obtenemos
las soluciones particulares. Las funciones dadas en las tablas de cada uno de los
ejemplos son soluciones particulares de las respectivas EDDP.

ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS
PARCIALES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN

Un caso particular de las EDDP son las EDDP lineales de segundo orden, las cuales
aparecen frecuentemente en la préctica al modelar problemas fisicos. Su forma general
es:

Auyy + Buyy, + Cuyy + Duy + Euy + Fu =G
donde A,B,C,D,E,F,G son funciones de x e y.

Una clasificacion importante de estas EDDP surge del analisis del signo de B? — 4AC

Si B2—4AC <0 Ecuacion de tipo Eliptica
Si B2—4AC =0 Ecuacion tipo Parabodlica
Si B2 —4AC >0 Ecuacion tipo Hiperbodlica

Ecuaciones del tipo Hiperbolicas

Aparecen frecuentemente en los problemas fisicos relacionados con procesos
oscilatorios. La ecuacion mas simple es:

Es la llamada “ecuacién de la cuerda vibrante” o ecuacion de las oscilaciones
transversales de una cuerda.



Deducciéon

Imaginemos una cuerda tensa de guitarra de
longitud ¢ amarrada en sus extremos. Cada
punto de la cuerda se caracteriza por su
abscisa x. La elongacion o desplazamiento u
es funcion de la posicion x y del tiempo ¢, 0
sea u = u(x,t)

El proceso de oscilacion se describe dando la forma que adopta la cuerda en distintos
tiempos t =0, t = t;,t = t,, ... que representan fotografias “a”, “b”, “c”, ... de la
cuerda. Por ejemplo, u(x, t;) representa la foto “b”.

En particular para t = 0 la foto “a” nos da la forma inicial de la cuerda, es decir

u(x,0) = f(x)

Otro dato que tenemos es la velocidad inicial en t = 0, 0 sea,

ou B _
52 0 =10 = g(x)

Para completar el modelo matematico de la cuerda vibrante, ademéas de la EDDP deben
especificarse condiciones complementarias, las cuales estdn formadas por las
condiciones iniciales y las de contorno. En este caso, las condiciones iniciales describen
la forma y la velocidad inicial de la cuerda

u(x,0) = f(x)
ue(x,0) = g(x)
Mientras que las condiciones de contorno provienen del hecho que la cuerda esta

amarrada en los extremos, lo cual implica que el desplazamiento de la cuerda en los
extremos es nulo, esto es

u(0,t) =0 'y u(4t)=0 paratodot

Pasaremos ahora del modelo real al modelo fisico, introduciendo las siguientes hipotesis
simplificativas:

(H1) Los desplazamientos son pequefios.

(H2) Los desplazamientos u son verticales, es decir, son transversales al eje x, dentro
del plano (x, u).

(Hs) La cuerda es un hilo elastico y flexible.

La expresion matematica de estas hipotesis y la relacion entre las variables u, x y t nos
llevara del modelo fisico al modelo matematico.



En la Figura 4s representa un elemento de arco de
cuerda, cuya masa puede ser expresada como

m = pAs

siendo p la densidad lineal (masa por unidad de
longitud)

Debido a (Hs) las tensiones T; y T, son tangentes a
la curva y conforman con el eje horizontal los
angulos 8, y 6, diagramados en la Figura.

v

Debido a (H2) no existe aceleracion en la direccion del eje x. Luego, las tensiones
horizontales deben ser iguales

T, cos6; =T, cos b,

De (H1) los desplazamientos son pequefios, y por ende,
0,=20,=2=0=>T,=T,=T

siendo T la tensidn horizontal constante.

Aplicando la segunda Ley de Newton, y teniendo en cuenta que por (Hz) s6lo hay
desplazamientos verticales (segun el eje u), resulta

ma=F

2

pAs 7z TsenB, — Tsenb,

Dividiendo por T y teniendo en cuenta que cos 8; = cos 8, = 1, resulta

pAsd*u _ TsenB, Tsenb,
T 0t2 Tcosf, Tcosb,

pAs 0%u

Tﬁ=tg02—tg61
pAsazu_au( A ou .
T o2~ ax X TARD —5 (D

Debido a (H1) las oscilaciones son pequefias y se verifica que 4s = Ax. Luego



0 d
potu_ g G+ D — (00
T 0t? Ax

Tomando el limite cuando Ax — 0 resulta

0%u Zazu

= q¢ —

otz 0x?2

. T . . -/
siendo a = \/; una constante denominada velocidad de propagacion.

En resumen, el modelo matematico de la cuerda vibrante es

' otz & gx2

Condiciones de contorno: u(0,t) = 0 paratodo t

u(f,t) =0 paratodot

Condiciones iniciales:  u(x,0) = f(x) paratodo x

u:(x,0) = g(x) paratodo x

Bajo hipdtesis adecuadas de regularidad y compatibilidad de f(x) y g(x), puede
demostrarse que este problema posee una Unica solucion. Es decir, existe una solucién
que satisface la EDDP junto con las condiciones iniciales y de contorno, y dicha
solucion es Unica.

Generalizacion a 2-3 dimensiones

La ecuacidn vista llamada ecuacion unidimensional de ondas (la dimensién se refiere
a las variables espaciales x, y, z) se puede generalizar asi:

0%u
at?
siendo Au el Laplaciano de u dado por

= a’Au




( 0%u
—_— caso unidimensional
0x?
= 0%u N 0%u
U=y e dy?
0?u 0%*u 0%*u

L9x2 T 9y2 T 922

caso bidimensional

caso tridimensional

los cuales corresponden a los modelos de la cuerda vibrante, membrana vibrante y
solido vibrante respectivamente.

SOLUCION DE LA ECUACION DE LA CUERDA
VIBRANTE

METODO DE D’ALEMBERT

Segun lo visto en el Ejemplo 3, la EDDP del modelo matematico de la cuerda vibrante
tiene por solucién general a

u(x, t) = ¢p(x + at) + Y(x — at)

siendo ¢ y y funciones arbitrarias. Determinamos ¢ y y para hallar la solucién
particular de este problema.

Usando las condiciones iniciales.
fx) =u(x,0) = p(x) +9(x)
9(x) = u(x,0) = ap'(x) — ay'(x)
Derivando la primera ecuaciéon y multiplicado por a obtenemos el sistema:
ap'(x) + ap'(x) = af'(x)
a¢'(x) —a'(x) = g(x)

Sumando y restando miembro a miembro ambas ecuaciones respectivamente resultan
que

2a¢'(x) = af'(x) + g(x)
2ay'(x) = af'(x) — g(x)

Dividiendo por 2a en ambas ecuaciones resulta el sistema
1 1

$'() =5 f100) +5-9(x)
1 1

Y0 =50 = 5-9(x)

Fijado arbitrariamente un valor x,, e integrando la primera ecuacion entre x, y x + at,
y la segunda entre x, y x — at, resultan



x+at 1 x+at 1 x+at
L ¢'(1)dr = zfx f'(t)dr + E,f g(t)dr

0 0 Xo

J:_atlp’(r)dr = %j:_atf’(r)dt - %ij_atg(r)dr

Aplicando regla de Barrow e invirtiendo los limites de la Gltima integral

1 1 x+at
B+ at) = plx) =5 (Flr+a0) — fO) 450 | 9(@dr

Xo

1 1
W= at) = lxo) = 5 (G = a0 = fG)) + 5 [ g

x—at

Juntando todas las constantes

x+at
gb(x+at)=%f(x+at)+%f g(t)dr + C;

o

_ 1 1 (%o
Y(x —at) = Ef(x —at) + %L_atg(r)dr +C,

Sumando ambas ecuaciones y haciendo C = C;+C,, resulta

u(x,t) = ¢p(x + at) + Y(x — at)

x+at

u(x, t) =%[f(x+at)+f(x—at)]+%f gdr+C

x—at

Determinemos C usando la condicidn inicial u(x,0) = f(x)

fO) =ux,0) = ¢(x) +p(x)
1
fO=sfO+fOI+C=f)+C = €=0

Finalmente:

1 x+at
u(x,t) =§[f(x+at)+f(x—at)]+zf g(t)dr

Las funciones f y g son funciones de una variable definidas sobre [0, £]. Sin embargo,
el argumento x + at puede tomar valores fuera de [0,#]. Esto implica la necesidad de
extender f y g a todo el eje real de una manera conveniente. Analicemos como
extenderlas sin generar conflictos con las hipotesis del problema.

Usando una de las condiciones de contorno:



at

1 1
0=u(0,t) = E[f(at) + f(—at)] +E ) g(r)dr

Haciendo el cambio de variable v = at, resulta

0= 31/ + (-] + 5 [ "9
~2 2a) 9

R —
I 11

Esto vale para cualquiera sea la f y g que se consideren en las condiciones iniciales,
pero ambas funciones se eligen independientemente, por lo que no queda otra que I =
II = 0. Luego

f@+f(=v)=0 f) =~f(=v)

f_vg (D)dr=0 g(v) = —g(-v)

Luego, f y g deben extenderse de forma impar

Anélogamente para x = £, esto es, partiendo de la condicion de contorno u(¢,t) = 0, se
obtiene que

f+v)=—f(l~-v)
gl+v)=—g(l-v)

Estas ecuaciones implican que las extensiones de f y g, aparte de ser impares, deben ser
impares respecto al eje x = £. Usando estas dos condiciones:

f)=—-f(v)=—fU-({l+v)=f{l+({+v))=fQ20+Vv)

Anélogamente
g() = g2t +v)

En conclusién, se deben considerar extensiones impares y periodicas de periodo 2¢ de
las funciones f y g.

Ejemplo 4. Aplicaremos la férmula de D’Alembert, para el caso f(x) = x(£ — x),
g(x) =0, considerandoa = ¢=1,parax = 0.5, t =8; yparax = 0.4, t = 10.6.



Solucién:

1
utet) =z [fx+ 6O+ fx - 0)]
Al ser f extendida de forma periddica con periodo T = 2¢ = 2, resulta que

£(0.5+8) = f(85) = f(4x 2+ 0.5) = £(0.5)
£(0.5—8) = f(=7.5) = f((—4) X 2 + 0.5) = £(0.5)

f(044+106)=fA1)=fGx2+1)=f1)=11-1)=0
£(0.4 —10.6) = f(—10.2) = f((-=5) x 2= 0.2) = £(—0.2)
Pero ademas, f se extiende de forma impar, por lo que f(—0.2) = —f(0.2).

En resumen:

1 1 111 1
u(058) =5 [f(85) + f(-7.5)] = 5[f(0.5) + f(0.5)] = [Z + Z] —0.25

N| =

u(0.4,10.6) = %[f(n) + £(~10.2)] = %[f(l) — £(0.2)] ==[0 — 0.16] = —0.08

METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Es quizas el método analitico mas difundido para la resolucion de EDDP. Lo
desarrollaremos para resolver la ecuacion de la cuerda vibrante, pero su aplicacion es
mas amplia.

0%u _ ,0%u

acz ¢ axz 1)
u(0,t) =0 paratodot 2
u(4,t) =0 paratodot 3)

u(x,0) = f(x) paratodox (4)
u;(x,0) = g(x) paratodox (5)

A la resolucion la dividimos en varios pasos.

Paso_a): Asumamos que la solucién puede expresarse como el producto de dos
funciones siguiente modo



u(x,t) = X(x)T(t) (6)

donde X (x) es una funcion solo de x, y T'(t) es una funcion solo de t. Si bien parece un
supuesto bastante fuerte, veremos que nos conduce a hallar la solucion general del
problema.

Por simplicidad en lo que sigue escribiremos solamente X y T en lugar de X (x) y T(t).
Las derivadas sucesivas de X respecto a x son derivadas totales que denotaremos X',
X",... Lo mismo sucede con T cuando lo derivamos respecto de t.

Veamos cdmo queda (1) si trabajamos bajo el supuesto (6):

0%u )

ﬁ = X”T

2, = XT"=a’X"T
— = XT"

ot?

Paso b): Separamos variables, es decir, en el primer miembro dejamos solo lo que es
funcion de X, y en el segundo lo que solo es funcion de T.

XII TN

X  a’T

Puesto que es una igualdad entre un miembro que depende exclusivamente de x, y otro
miembro que depende exclusivamente de t, esto solo es posible si resulta que:
XH TN

X :aZ—T:Cte (7)

Paso ¢): Usando las condiciones de contorno (2) y (3)
0=u(0,t) =X(0)T(t) = X0)=0

0=ul,t)=XOT(t) = X =0

Estas implicaciones valen porque T(t) no puede ser siempre 0, pues de ser asi, por (6),
resultaria una solucion trivial u(x, t) = 0 que no cumpliria (4) y (5) en general.

Con estas condiciones y (7) se puede armar el siguiente problema denominado de
“Sturm-Liouville” que consiste en resolver una ecuacion diferencial ordinaria (EDO)
lineal de segundo orden con las siguientes condiciones de contorno

X"—cte.X =0
b xo-0 ©

Resolver (8) nos permitira hallar X (x), el cual es el primer factor de u segun (6).



Paso d): El polinomio caracteristico de la EDO de (8) es r? — cte = 0, cuyas raices son
11, = £/ cte. Ahora, la naturaleza de las soluciones va a depender del signo de la cte,
por lo que analizaremos tres posibles casos.

v/ Caso 1: Si cte =22 > 0 entonces X resultaria ser una combinacion lineal de
exponenciales de la forma
X(x) = Cie™ + Cre™*
Usando las condiciones de contorno de (8), y como la funcién exponencial nunca se
anula, resulta
0=X(0)=Ce™®+Ce™®=C+C
©)=6 Iy L = 0=0C=0
0=X(€) =Cle +C28

En consecuencia X(x) = 0 y nuevamente caeriamos en la solucion trivial, por lo
que este caso debemos desecharlo.

v Caso 2: Si cte = 0 entonces la EDO de (8) se reduciriaa X" = 0, y por ende,
X(x) == Clx + CZ
Usando las condiciones de contorno de (8) resulta

O=X(0)=C10+CZ=CZ

0=X()=Ct+C, }: G=6G=0

Nuevamente obtendriamos X(x) =0 y por ende debemos desechar este caso
también.

v' Caso 3: Si cte = —4% < 0 entonces X resultaria ser
X(x) = €y cos(Ax) + C, sen(Ax)
Usando las condiciones de contorno de (8) resulta

0 = X(0) = C; cos(A0) + C, sen(40) = C;

0 = X(£) = C; cos(A0) + C; sen(A0) } = (Cysen(A) =0

Si tomamos C, = 0 obtenemos la solucién trivial, entonces C, # 0, y por ende,

sen(A) =0 = AM=nn

donde n es un entero cualquiera. Luego hay un posible A para cada n, y tiene la
forma

Cada n genera un 1,,, y cada 4,, genera una posible solucién a (8) dada por

nm

Xn(x) = Cypsen (7 x) 9



Note que los enteros negativos —n generan las mismas soluciones (9) que los
enteros positivos (naturales) n. Ademas, n = 0 conduce a la solucion trivial, por lo
que sélo consideraremos las soluciones de (8) dadas en (9) con n un numero
natural.

En la practica no es necesario desarrollar los tres casos, sin embargo, se debe tener en
claro cual es el caso conveniente y desarrollarlo.

En resumen, solo para los A iguales 4, = n7" existen soluciones no triviales (9) del
problema de Sturm-Liouville planteado en (8).

Paso e): Hallemos T(t). De (7) resulta que T'(t) debe ser solucion de la siguiente EDO
lineal de segundo orden:

T"+212a2T =0 (10)

Sin embargo, como para cada n hay un posible 4,,, en realidad debemos hallar para cada
n la solucion T,,(t) de la EDO lineal de segundo orden:

T,” +22a*T, =0 (11)
El polinomio caracteristico de (11) es
r2+A%3a?2 =0
el cual tiene como raices
o= thnaj = £ )
donde j es la unidad imaginaria. Luego

T, (t) = A, cos (? t) + B, sen (? t) (12)

Paso f): Resumiendo, hemos hallado para cada n una solucion X,,(x) del problema (8),
y una solucion T, (t) de (11). Luego, para cada n existe una funcion

uy(x, t) = X,, ()T, (t) = (An cos (? t) + B, sen (? t)) sen (nTHx) (13)



que es solucion de EDDP la ecuacion diferencial (1) y satisface las condiciones de
contorno (2) y (3).

Note que las constantes C, ,, de (9) se juntaron con las constantes A,, y B, de (12), para
generar nuevas constantes A,, y B,, en (13) que denominaremos igual para simplificar la
notacion.

Debido a la linealidad del sistema:

0 o]

u(x, t) = Z Up(x,t) = Z (An cos (? t) + B, sen (? t)) sen (%x) (14)

n=1 n=1

también satisface (1), (2) y (3) para cualquier valor de las constantes A, y B,,.

Note que las funciones u,(x,t) por si solas no pueden verificar en general las
condiciones iniciales (4) y (5), ya que por ejemplo, si f(x) fuese un polinomio o

cualquier funcién no trigonomeétrica, entonces u, (x,0) = A sen( ) = f(x).

Por este motivo trabajaremos directamente con la solucion (14), y hallaremos un
procedimiento que nos permita calcular las constantes A,, y B,, indicadas para satisfacer
(4) y (5) también.

Reemplazando (14) en (4), resulta
f(x) =ulx,0) = Zun(x, 0) = Z;An sen (%x) (15)

Con el fin de usar (5), derivemos (14) respecto de t:

Ju = du, 2 nna nra nra nm

s (x,t) = ZW (x,t) = ZT (—An sen (7 t) + B,, cos (7 t)) sen (Tx)
n= n=

Luego, de (5)

glx) = (x 0) = Z sen x) (16)
n=1
Ahora utilizaremos los desarrollos en series de Fourier de f(x) y g(x) para hallar las
constantes A,, y B, indicadas para que la funcion u(x,t) dada en (14) satisfaga (4) y
(5). Recuerde que esta funcion ya verifica (1), (2), y (3).



De la teoria de “Series de Fourier”, cualquier funcion continua por partes y con derivada
continua por partes, se puede desarrollar en series de Fourier.

Note que la expresion (15) es una serie de senos, por lo que representa el desarrollo en
serie de Fourier de la extension periodica impar de f(x), donde la frecuencia angular es

Wy = % y por lo tanto, su periodo es T = Z—" = 2¢. Luego, utilizando la formula para
0

hallar los coeficientes de Fourier de una funcion impar, resulta que

z ¢
= %JO f(x)sen(nwox)dx = A, = %JO f(x)sen (n%tx) dx (17)

Anélogamente para (16)

T

nma 4 (2
—B, = —f g(x) sen(nwyx) dx =
¢ T,
f g(x) sen( ki )dx (18)
 nma
En resumen:

La solucién del problema de la cuerda vibrante modelado matematicamente a través de
(1)-(5) viene dada por

u(x, t) = i A, cos ) + B, sen (?t)) sen (nTHx)
n=1

= ;J f(x)sen (%x) dx
0

2 (¢ nm
B, = — i g(x) sen (TX) dx

Ejemplo 5: Aplicar el método de Separacion de Variables, para resolver el problema
de la Cuerda Vibrante considerando:

o f(W)=x(l—x),g(x)=0,a=¢=1
e para x =05, t=8; y para x =0.5, t =11. Comparar con los resultados
obtenidos con el método de D’ Alembert

Solucién

Para este caso la EDDP a resolver es:



( 0%u 0%*u B
ot?  0x?
u(x,0) = x(1 —x)

{ Ju
E(x, 0) =0
u(0,t) =0
.\ u(l,t)=0

El método de separacion de variables propone como solucion
u(x,t) = X(x).T(t)
Derivando a ambos miembros respecto a x dos veces, y considerando que X(x) es
funcion de x solamente y T'(t) es funcion solamente de t se tiene por la ecuacion (7)
XII TII
X et
Ya se hizo el anélisis anteriormente y el Unico valor de la constante para que diera una
solucidn distinta de la trivial es cte = —A2%, obteniendo entonces
XII 3 TII 3 Az A
X  a’T A)
Luego analizando las condiciones de contorno:
u(0,t) =X(0).T(t)=0 vVt = X(0)=0
u(L,t) =X().Tt) =0 vt = X(1)=0

Y considerando solamente lo que respecta a X (x) de (A) se tiene

X'+22X=0
X(0)=0
X(1)=0

Ecuacidn diferencial Ordinaria Lineal de segundo orden cuya solucién es, teniendo en
cuenta las raices de la Ecuacion Caracteristica:

X = C; cos(Ax) + C,sen(Ax)
Teniendo en cuenta las condiciones de contorno se obtiene:

{X(O) =C,=0
X(1)=Csen(l)) =0 = sen(l))=0 = A=nnm

Para cada valor de n la solucién es

X, = Cysen(nmx)

Consideremos la Ecuacion Diferencial Ordinaria respecto a t, como a = 1 queda
T"+A*T=0
Cuya solucidn teniendo en cuenta las raices de la Ecuacion Caracteristica es

T(t) = Acos(At) + Bsen(At)



Pero como A = nmr para cada valor de n es
T,.(t) = A, cos(nmt) + B,sen(nmt)

Luego solucion general es:

u(x,t) = Z(An cos(nmt) + B,sen(nnt))sen(nmx) ()

n=1

Nota : Hemos renombrado constantes para reducir notacion: C,A,, = A,, Y C,B, = B,

Para calcular las constantes A,, y B,, se aplican las condiciones iniciales

(0]

f(x) =ulx,0) = z (An cos(nm0) + B, sen(nnO)) sen(nmx)
1 0

n=1

x(1—x) = z Aﬂ sen(nmx) (11)

n=1 bn

Esto corresponde al desarrollo en serie de Fourier de la extensién impar de la funcion
f(x) = x(1 — x). Ademas, sabemos que el periodo T = 2¢ = 2 y la frecuencia angular

es wy = 27T/T = 1. Lo cual coincide con la expresion (I1), siendo
sen(nwyx) = sen(nmx)

Como es el coeficiente que multiplica las funciones seno en el desarrollo de Fourier
corresponde a los b,,. Luego

z 1

4 (2
A, =b, = Tf x(f — x) sen(nmx)dx = 2f x(1 — x) sen(nmx)dx
0 0

1 1
= 2f x sen(nmx) dx — Zf x? sen(nmx) dx
0 0

) <sen(n7rx) — nmx cos(nﬂx))1 ) <2n7Tx sen(nmx) + (2 — n?m?x?) cos(mrx))1
0 0

n2m? n3m3

=2 (M _ O) _9 ((2 — nzn'z) COS(TlTL’) 2 >

n2m? n3m3 n3m3

_ 2t <(z —n?r?) (=" 2 )

n2m? n3m3 n3m3

Sin = 2k es par

L2 (2wt 2 \_ -2 2 1 2\
" nm n3m3 n3m3)  nm <n3n3 nm n37r3>_




Sin =2k — 1 esimpar

2nm 2 —n?m? 2 2 2 1 2 8
4, =2 (- S Y SN

n2m? n3m3 n3m3 nm n3m3 nm n3m3 373
Por lo tanto
8 . .
A1 = m sin =2k — 1 esimpar
Ay =0 sin = 2k es par

Por otro lado, para calcular el coeficiente B, se utiliza la otra condicion inicial, o sea la
derivada de la solucion (I) y luego se reemplaza la condicion de la derivadaent = 0,y
se obtiene la expresién como

nnaf g(x) sen (nn )dx

Como en nuestro ejemplo g(x) = 0 resulta B, =0

Por lo tanto

u(x, t) = 2 A,, cos(nmt) sen(nmx) = z Agi_q cos((2k — Dmt) sen((2k — Dmx)
n=1 k=1

u(x,t) = ;ﬁcos(@k — 1)7Tt) sen((Zk — 1)7tx)

Si aproximamos hasta k = 3 la serie queda:

8 1 1
u(x,t) = cos(mt) sen(mx) + — cos(3mt) sen(3mwx) + —— cos(5mt) sen(5mx)
3 27 125

Si calculamos parax = 0.5 t =8

u(0.5,8) = 0.2505

Comparando con el valor obtenido con el método de D’Alembert es

1
u(0.5,8) = 1= 0.25

Mientras mas términos se toman en la sumatoria mas aproximado sera el valor obtenido
al exacto.

Nota:

e El método de D’Alembert brinda una solucion exacta, pero estd especialmente
adaptado a la ecuacion de onda unidimensional.

e EIl método de Separacion de Variables también proporciona una solucion exacta,
expresada mediante una serie infinita. En la préctica, esta serie se trunca
considerando Unicamente un numero finito de términos, por lo que se obtiene una



aproximacion de la solucion. En general, al aumentar la cantidad de términos
considerados, la aproximacién mejora. La principal ventaja del método de
Separacion de Variables es que puede aplicarse a una amplia variedad de EDDP y
se adapta con facilidad a diferentes condiciones de contorno, como veremos mas
adelante.

Ejemplo 6: Hallar la evolucion temporal de una cuerda que inicialmente se encuentra
con velocidad nula y en la posicion descripta en la
figura.

Esto es

x si0<x<1
—x sil<x<?2

flx) = {2
gx) =0

Ademas, asumir a = 2 y que la cuerda estd amarrada
en los extremos.

NOTA

Para hallar la solucién se debe hacer el planteo teérico de la solucién como producto de
dos funciones, reemplazarla en la EDDP, y luego hallar las constantes segun las
condiciones dadas. En la practica y el parcial se debe hacer todo el proceso para evitar
memorizar formulas y saber hacer frente a casos especiales.

Solucién

Hallemos las constantes que determinan la solucién u(x, t) al problema, siendo

0

u(x, t) = z (An cos (nHTa t) + B, sen (MTa t)) sen (%x) (14)

n=1

donde
A, = %J:f(x) sen (%x) dx = fozf(x) sen (%x) dx

En este caso, £ = 2, T = 4 y como f(x) esta definido por partes, debemos particionar

la integral
= [ sen () ax+ [ @ 5en ()
= X sen|\—x X —Xx)sen|\—x X
" 0 2 1 2

Integrando por partes ambas integrales resulta



1
Ap = [(%)2 sen (? x) - %x cos (% x)L
2 2

2 2
+ I— (E) sen (%x) + — (x — 2) cos (%x)ll

Aplicando regla de Barrow

2

(2) sen () - meos ()] - | (=)

2
A, =

sen(0 — 0]

+ l— (%)2 sennm + 0] - I— (%)2 sen (n;) + % (=1) cos

Usando que sennm = 0y resolviendo

A, = (%)2 sen (E) — i cos (E) + (i)z sen (E) + i cos (%

2 nm 2 2

212 nm 8 nm
A, =2 (E) sen (7) =iz sen (7)
Para n par, sen ("2—") = 0, mientras que para n impar se tiene

sen (?) =+1

{ 0 sin es par

nrm nm

A 8 (Tlﬂ')
= sen{\—) =
T n2g2 2 +——

nem

sin es impar

Por otro lado, las constantes B,, vienen dadas por
2

B_ZJ“’() (nn)d_lfo (nn)d_o
n—mmogxsen {)x x—mT0 sen 2x x =

Por lo tanto, la solucion al problema viene dada por

o)

u(x, t) = Z (An cos (m;fa t) + B, sen (m;fa t)) sen (% x)

n=1

Para tomar solamente los valores de n impares reemplazamos n = 2k — 1

8w 1 2k —1
u(x, t) = ?Z k=1 sen (( 5 )n) cos((Zk - 1)7Tt) sen< 3
k=1

Si consideramos los primeros términos de la serie queda

k-

)



8 T T 1 3 3
u(x,t) = = sen (E) cos(rmt) sen (E x) + 5 sen (7) cos(3mt) sen (7 x)
1 -1

N 1 (5n) (58) (57r >+
oT sen > cos(5mt) sen > X
1

Luego

8 1 3 1 5
u(x, t) = = (cos(rtt) sen (g x) ~3 cos(3mt) sen ( 271 ) + > cos(5mt) sen (; x)
v

Por ejemplo, la posicion de la cuerda en el punto x = 1 en el tiempo t = 2 viene dada
por

- 8 1 1 1 1
u(l,2) = — <1+9+E+E+81>_0.95960
8 1 1 1 1 1 1
u(l,2) = — (1+9+£+E+§+F+ﬁ>_0.97110

Claramente esta aproximacion mejorard si se consideran mas términos de la serie,
aunque estos términos cada vez serdn mas chicos hasta volverse insignificantes. Por
ejemplo:

si se suma hasta n = 100 la aproximacién es u(1,2) = 0.9959
si se suma hasta n = 1000 la aproximacién es u(1,2) = 0.9996

El método de separacion de variables brinda la solucién exacta para cualquier punto x y
cualquier tiempo t, pero lo da en forma de serie, por lo que en la practica termina siendo
una solucion aproximada.

Por otro lado, el método de D’ Alembert brinda la solucion exacta:

1 1 x+at
u(x,t) = 5 [f(x+at)+ f(x—at)] + ﬂf g(t)dr

El periodo de f es T = 2¢ = 4. Luego

1 1
w(1,2) = Z[F(8) + F(=3)] = 5[F(4x 1+ 1) + f(#x (-1 + D]

1
=S+ =) =1



Ejemplo 7:

Hallar la evolucion temporal de una cuerda que inicialmente se encuentra en reposo
f(x) =0, pero se le aplica una velocidad inicial g(x) =1. Ademas, asumir
nuevamente que a = £ = 2 y que la cuerda esti amarrada en los extremos.

Solucion:
Hallemos las constantes que determinan la solucién u(x, t) al problema

=%f:f(x)sen(n7nx)dx=]205en(n7nx)dx=0

0

Por otro lado, las constantes B,, vienen dadas por

d =
nnaf 9&) Sen( X = f Sen dx
1 -2 AN 2
B, = Po—— [cos (Tx)”() =T (cosnm —cos0) = n2n2 D" —1)
5 _ 22 sin = 2k — 1 es impar
=

0 sin = 2k es par

Por lo tanto, la solucion al problema viene dada por

u(x,t) = Z

n impares

4 nm
22 sen(nmt) sen (7 x)

u(x,t) = ;ﬁsen((Zk — 1)7Tt) sen <@ x)

Por ejemplo, la posicion de la cuerda en el punto x = 1 en el tiempo t = 0.5 viene dada
por

4 T 4 3 4 5t 4 7
u(l,O.S)sten ( )+—sen ( ) sen ( > sen < >+

2 912 25712 2 4972 2
4 4 4

4,
u(L05) = S+t et ot

Si se suma hasta k = 4 la aproximaciones  u(1,0.5) = 0.4748
Si se suma hasta k = 10 la aproximaciones  u(1,0.5) = 0.4899
Si se suma hasta k = 100 la aproximacion es 1(1,0.5) = 0.4990

Si se suma hasta k = 1000 la aproximacion es «(1,0.5) = 0.4999



Por otro lado, aplicando el método de D’ Alembert resulta la solucion exacta:

1 x+at
u(x, t) = > [f(x+at)+ f(x—at)] + zf g(t)dr
x—at

1 x+at 1 2
u(1,0.5) = —f g(n)dr = —f dt = 0.5
2a Jy_q 4Jy

Note que los limites de integracion estan entre 0 y 2, o sea, dentro del dominio de g (sin
extender). Veamos qué sucede cuando no se da esta situacion. Calculemos u(x, t) para
x=1yt=25.

x+at 1 6
u(1,2.5) = Zf g(@)dr = Zf g(t)dr
x—at —4

Si un limite es positivo y el otro negativo, entonces se usa el resultado de integrales de
funciones impares que nos permite afirmar que

4
fg(r)drzO
-4
Luego
1t 1 (¢ 1 (¢
u(1,2.5) = —f g(r)dt+—f g(r)dr = —f g(t)dr
4‘ —4 4‘ 4 4 4

En otras palabras, la integral de una funcion impar es par, y por ende podemos cambiar
el signo de los limites de integracion sin problema alguno, esto es

J:g(r)dt = f;g(r)dt

Debemos trasladar los limites de integracion al intervalo (0,¢) = (0,2) que es donde
esta definida la funcion g(x) y su integral.

125) = o=z d_12 . Zd I
u128) =3[ gmar=g| g@dr=7| ar=7 =3

4 =4+0



