NUMEROS COMPLEJOS
Y
FUNCIONES ANALITICAS
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Introduccion

Origen:

Los numeros complejos surgen de la necesidad de
resolver ecuaciones reales tales como

Zz+9:O = lezzig)j
donde j = +/—1 por definicion

FORMABINOMICA: z= a + b j

v’ “
Re(z) Im(z)
parte parte

real imaginaria Coordenadas

o

rectangulares

FORMA PAR ORDENADO: z=(a,b)



Operaciones en coordenadas rectangulares

La sumay la resta se realizan componente a componente, esto es:
zy + z; = (a1 + byj) + (a; + byj) = (a; + az) + (by + by)j
El producto se realizan aplicando distributiva y teniendo en cuenta que j? = —1
212y = (aq + byj)(ay + byj) = aja; + aybyj + biazj + bybyj* = (aja; — byby) + (agby + byaz)j

El cociente se realiza utilizando la propiedad de diferencias de cuadrados

Z1 _ 4 + byj _ (a; + byj)(a; — byj) _ (aiay + biby) + (—aib, + biay)j
Z, az +byj (a + byj)(az — byj) a3 — (byj)?

_ (aay + biby) (—aib, + biay) |
as + b2 as + b2



Exponencial Real

ft) =e*

. d
Derivada: Ee“t = qe?t

eat

Integral: [ e%tdt = —

FOormula de Euler

Extendamos paraelcasoa =

f@®) =elt =2

Probemos con:
e/t = cos(t) + j sen(t)

Derivada:

d . .
Eejt = —sen(t) + j cos(t) = j(j sen(t) + cos(t)) = jelt

Integral:

[ eltdt = [ cos(t) dt +j[ sen(t) dt
it
= sen(t) — j cos(t) = 71_(]' sen(t) + cos(t)) = %

Formula de Euler:
e/t =cost+jsent



Coordenadas Polares

Usando coordenadas polares, cualquier numero complejo z = a + jb se puede expresar de la forma

z = pel? = p(cos @ + jsenh)

FORMA FORMA
EXPONENCIAL POLAR
\\ ,/
f
Coordenadas
Im Polares p=lz| =+va®+b*
b Z=a+ bj 6 = argz = atan2(b, a)
()
p|=lz|
L a=pcos6
60 =argz
b = psenéd
a Re




Operaciones en coordenadas polares

La suma y la resta son complicadas en coordenadas polares, pero el producto y el
cociente son mas simples

Producto: | | |
212, = p1e7%1p,e7%=(p,p;)el (91792

Cociente: o
JY1
Z .
g P1€ o = P1 81(91—92)
Z; P27z Py




lgualdad

COORDENADAS RECTANGULARES:
(a, = a,
a, +byj=a,+byj & Ao
\bl — bZ
COORDENADAS POLARES:
Re ([ p1=p2

plej91 — pzejez e <

K91 = 92 + 2km



Potencia en coordenadas polares

N — (peje)nzpnejne

Formula de Moivre: (cos@ + jsen8)™ = cos(nf) + j sen(nf)



Radicacion en coordenadas polares

w =4z S z=wh & pelfz = (pWeJQW)n = pelfs=pllelntw
( n (P = VP
Pz = Pw v “
— —
! < 0, + 2km
0, + 2km = nb,, w = , k=012 ..,n—1
\ \ n
. ) = = | = jO
Ejemploiz=1=1 40/ ]i/f {,0+2-0-n}
Y 4 ( exp{0j} ([ cos0+jsen0
0+2-1-m T T T (1
. ‘{/Texp {j 2 } exp {E]} COSE +jsen§ i
VZ=y, 0+2-2-m ) explmj} ~ )| cosm+jsenw — |—1
V1
lexpy——, 3 3 3 —j
) 0+2-3.7 Lexp{znj} \COSEE +jsen§n \
Tenply U225



Conjugado

Siz = a+ bj = pe’? entonces se define el conjudado como
Z=a—bj =pe I

Propiedades:
z.Z=a*+ b? = |z|?

z+Z=2a=2.Re(z)

z — 7z = 2bj = 2j.Im(2)
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Propiedad

Exponencial Real
ft)=e % cona >0

” —at e "
e dt = —
0 a

co

Exponencial compleja: Siz = a + bj

e~ = g=at=btj = o=al(cos(—bt) + j sen(—bt)) = e~ (cos(bt) — j sen(bt))

Integral:

© ©° N e a . b Z 1
jOethtsz eatcos(bt)dt—]fo eatsen(bt)dt:(a2+b2)_1<a2+b2>:W:;

siempre que a = Re(z) > 0




Funcion de variable compleja

Definicion: Una funcidn de variable compleja es una aplicacion f: C —» C
Nota: Puede pensarse como f: R? - R?

Ejemplo:
u=u(x,y) = x? —y?

w=z? & utvj=C+y))i=x*+2xyj+@j)i=x*—-y*+j2xy S A

| v=vlny) = 2xy

z= () w=f(2) = (uly),vy)

Nota: Las funciones reales f: R — R pueden verse como casos particulares de las funciones complejas



Funciones Analiticas

Definicion: Se dice que w = f(z) es derivable en z = a si existe el limite

@ — i D@

zZ—a Z—a

Definicion: Se dice que w = f(z) es analitica en una region abierta A < C si es derivable en todos los puntos
de A. En caso de que A = C simplemente diremos que w = f(z) es analitica, y la funcidn derivada resulta ser

) = 1 LEHBD =@

AZ—0 Az

Ejemplo: Si f(z) = z es analitica ya que

D= lim 22277 i o fim1=1  wvzeda=c
f2) = Az0 Az T AzS0Az  Azso g B

Ejemplo: Si f(z) = z™ es analitica ya que

) = 1 (z+Az2)" —z" ’ Z" +nz" Az 4 -+ nzAZV L+ Az — 2
f2) = A;r—r}o Az B Aér—r}o Az
= lim nz" 1+ - 4+ nzAz" 2% + Az" 1 = nz"1 VzEA=C

Az—0



Funciones Analiticas

Ejemplo: Veamos que f(z) = z no es derivable en ningun punto z = x + jy de su dominio.
Si Az = Ax + jAy entonces

- z+Az-7Z . Az . Ax — jAy
Ars0 Ay Az->0Az  (Ax,Ay)-(0,0) Ax + jAy

Para que es limite exista deben coincidir los limites iterados

. . Ax—jAy  Ax .
lim lim . = lim—=1lim1l1l=1
Ax—0Ay—-0Ax + jAy Ax—-0Ax Ax-0

Ax — jAy I —jAy

AIJI/TO Alalcr—r>lo Ax + jAy - A;lzr—r}ojA_y - Alalcrllo —1=-1

Resultando entonces que la funcion no es analitica



Funciones Analiticas

Propiedades: Si f y g son funciones analitica en una region abierta A € Centonces f+g vy f.g
también son analiticas en A, mientras que f/g es analitica en {a € A: g(a) + 0}. Ademas
(f£9) (@) =f'(a) £ g'(a)
(f9)'(a) = f'(@)g(a) + f(a)g'(a)

(f)' _fl@g(@ - f(@g' (@
- (a) - 2
g g(a)

Regla de la cadena: Si f es analiticaen A € Cy g es analitica en f(4) € C entonces g o f es analitica

en A con

(gof)'(a) =g (f(@)f'(a



Condicion de Cauchy-Riemann

Teorema: Si una funcion complejaw = u + jv = f(z) = f(x + jy) es analitica entonces las funciones reales u = u(x,y) y
v = v(x,y) son diferenciables y verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann

au_av 617_ u
dx dy dx  dy

Reciprocamente, siu y v tienen derivadas parciales continuas en una region abierta y verifican estas ecuaciones,
entonces f es analitica en esta region.

Ejemplo: La funcion f(z) = i es analitica para z + 0 ya que

B .11 x-jy x—jy X .y
f(Z)_f(x-l_JY)_x+jy_x+jyx_jy_x2+y2_x2+y2+]x2+y2
u(x,y) v(x,y)
ou 1.(x*+y*)—x2x  y*—x?
ox (% + y2)? (% + y?)? v 0.(x2 +y2) — (=y). 2x 2xy
—— FYi 2 232 = .2 232
v —1.x*+y?)—(-y).2y  y*—x? 0x (x2 +y?) (x |+:y|)

I R D N CZE ROk



Condicion de Cauchy-Riemann

Teorema: Si una funcion complejaw = u + jv = f(z) = f(x + jy) es analitica entonces las funciones reales u = u(x,y) y
v = v(x,y) son diferenciables y verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann

au_av av_ u
dx Oy dx  dy

Reciprocamente, si u y v tienen derivadas parciales continuas en una region abierta y verifican estas ecuaciones,
entonces f es analitica en esta region.

Ejemplo: La funcién f(z) = z no es analitica pues

f@O=f&+jy)= x +j=y)

u(x,y) v(x,y)
ou v
ox = ox ——
I
ov ou



Generalizacion de funciones especiales

Definicion: Se conoce como funcion exponencial compleja a la generalizacion de la funcion
exponencial real dada por
w=e%=e*Y =e¥e)Y =e*(cosy +jseny) =e*cosy+je*seny
N e’ N e’
u(x,y) v(x,y)

Se prueba que es una generalizacion haciendo y = 0, esto es, z € R.

La exponencial compleja es una funcion analitica ya que u(x,y) y v(x, y) son diferenciables y verifican

las ecuaciones de Cauchy-Riemann:



Generalizacion de funciones especiales

Calculemos la derivada de f(z) = e# en un punto genérico a = b + jc € C usando limites iterados
(El resultado del limite es independiente de la direccidon elegida debido a que ya comprobamos que la

funcion es analitica)

, e?—ed Xty _ gbtjc ~ e¥cosy+je*seny —ePcosc —jePsenc
f'(a) = lim = lim lim , — = lim lim .
z-a Z—a  x-by-cx+jy—b—jc x-by-c x—b+jly—c)
.. e*cosy—elcosc+j(e*seny —ePsenc) | e*cosc—ePcosc+ j(e*senc—elsenc)
= lim lim : = lim
x—-b y—c x—b+jly—c) x—b x—Db
. (e*—eP)cosc+j(e*—eP)senc | e¥—eP ,
= lim = lim (cosc+jsenc) = e?
x—b x—Db x>b X —b ~ . ~
b XD ~ic
e
Por lo tanto :
d Aplicando la regla de la cadena
_eZ — eZ d
dz —ekz — eokz

dz



