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Segunda semana de Clases

ANTITRANSFORMADA

INTRODUCCION

Ahora estudiaremos el problema inverso de la Transformada de Laplace. Esto es,
conocida la transformada de una funcién, el problema es como hallar la funcion f(t)
correspondiente, y tener la seguridad de que es Unica.

Definicién de la Transformada Inversa de Laplace

Si F(s) es la transformada de Laplace de una funcion f(t), es decir

L) = F(s)

entonces f(t) es la transformada inversa de Laplace de F(s) y se simboliza

L7YF () =f(®

donde el operador £~ se denomina Transformada Inversa de Laplace.

Ejemplo:

Unicidad

Para poder abordar las condiciones bajo las cuales existe una unica funcién f(t) tal que

LH(F(9) = f(®)
necesitamos desarrollar el concepto de funciones nulas.

Se llama funcién Nula a cualquier funciéon V' (t) que cumple:
t
f]\f(x)dxzo vVt >0
0

Ejemplo:

e Las funciones discretas son funciones Nulas. £(6)




e En general toda funcion que vale cero para todo t excepto para un namero finito
de puntos, es una funcién nula.

La Transformada de Laplace de una funcién Nula es cero
LV(@) =0
y por ende:
LF®)=F(s) = LF()=f@®)
LW +N@)=F(s) = LYF(s))=f(t)+N(®)
Luego la presencia de las funciones Nulas evita la unicidad de la transformada inversa.

Como las funciones Nulas son poco usuales carecen de interés fisico, y por ende no se
tendrén en cuenta al buscar la transformada inversa.

Teorema de Lerch
Si f1(t) y f2(t) son funciones continuas por partes y de orden exponencial a tales que
L(f1(®) = L(f>(t)) entonces f1(t) = f>(t) + N (¢) siendo N (t) una funcion Nula.

Luego £71(F(s)) da como resultado una familia de funciones que difieren entre si en
una funcion nula. En la practica se considera a una representante de ellas. Por ejemplo,

. _ 1 _ , . ., _ 1 —
al decir £71 (E) = e3¢, se podria decir también que £71 (g) = e 3t + IV (t), pero
se opta por la primera opcion por simplicidad.

METODOS DE CALCULO

Estudiaremos tres métodos para calcular la transformada inversa y estos son

1. Calculo directo (mediante el uso de tabla)
2. Método de Convolucion
3. Meétodo de Fracciones Simples

Calculo directo

Esto es como cuando integramos, sabiendo derivar se puede obtener la integral. En
este caso si se conocen las transformadas de las funciones mediante el uso de la
Tabla se aplican las propiedades y asi se obtiene la funcion f(t). Para ello hay que
recurrir a la Tabla y leerla en forma inversa de derecha a izquierda.

Ejemplos

a) L1 G) =1= u(t)



1
n L7(3)
s</ prop 10
) () 02
¢ s3/ prop 10 2

Generalizando

Cumple la propiedad de Linealidad

L7 (e1F(s) + c2G(5)) = c1f (O) + 29 (D)

2

2 t
1 4t —
d) L~ (s 4 ) =2e* +3 T
3 2
1( ) L‘l( ) —sen(3t)
249 prop 12 3

( 2 + 16) prop 13 cos(4¢)

g9) L7 ((s J2r03)2) =20L7 ((s +13)2)

La cual no figura en la Tabla

En este caso se puede aplicar la propiedad de traslacién en “s”, esto es:
LY F(s—a)) = e®f(t)
siendo f(t) = L7(F(s)) donde F(s) esta sin trasladar

Luego para este ejemplo

F(s—a) = ;. con a=-—3;

(s + 3)?
F(g):si = LYF(s)) =t

2

Entonces reemplazando en la propiedad queda

1
L—l ( ) — —3tt
(s +3)2/ prop 3 ¢



2

4
() o el
(s —2)3/ prop 3 2

Recordando la propiedad de Traslacion en t que dice:
L(f(t —a)u(t — a)) =e ¥F(s)

Cuando aparece una exponencial en “s” se debe aplicar la propiedad de traslacion en
“t”. Para ello hay que identificar

1) el valor de a (coeficiente de “s” en la exponencial)

2) Analizar F(s) y buscar su antitransformada, esto es, hallar £ (t) = L71(F(s))

-1 —3s
h) L (e SZ + 16)

enesteejemplo a=3y

1 sen(4t)
F = t) =
)= 7316 prop12 @ 4
A 1 sen(4(t — 3))
Ll(e 3SSZ+16)= 4 wt=3)
0Lt ( s+4 )
s?2+6s+13

En este ejemplo la funcion F(s) no figura directamente en la tabla de
Transformada.

Si se observa se parece a la transformada del cos(at) puesto que es la Unica
transformada en la cual aparece la variable “s” en el numerador. Pero el
denominador debe ser la suma de dos términos al cuadrado. Analicemos el
denominador y veamos si es posible expresarlo como la suma de dos cuadrados.

Para ello empleamos la técnica de completar cuadrados. Se debe seleccionar las
bases

c?2+2cd+d? =(c+d)?

c=s
£2+§§+13 = s=c, 6s=2cd = 6
c? 2cd d:E:3

Siempre el segundo término d es la mitad del coeficiente que acomparia al término
lineal. Luego para completar cuadrado se debe sumar y restar (para que la expresion
no varie) el segundo término al cuadrado. En este caso d = 3, luego



s24+65s+13=52+65s+32—-32+13=(s+3)*+4
(s+3)2

Luego reemplazando en la funcién dada

s+4 _ s+ 4
s24+6s+13 (s+3)2+4

Expresion que se parece a la transformada del coseno trasladado s una cantidad
a = —3. Pero para que esto sea verdadero la variable “s” del numerador tiene que
tener la misma traslacion del denominador para ser una F(s —a) = F(s + 3). Se
procede a trasladar el numerador pero se debe cuidar de no alterar el valor de la
expresion, luego

s+4 s+3-3+4 s+3 1
(S+3)2+4_(S+3)2+4_(s+3)2+4+(5+3)2+4

De esta manera si es una F(s + 3). Ya que la traslacion del numerador debe ser
igual a la traslacion del denominador. Luego

_1< s+4 )_ _1( s+3 N 1 )
s24+6s+13/) (s+3)2+4 (s+3)2+4
1 s+4 1 s+3 1 2
o e ) A Vo e Al T Ve o)
s?2+6s+13 (s+3)2+4 2 (s+3)2+4
1 s+4 ) ap _5, Sen(2t)
-\ = 2t
<52+6s+13 e cos(2t) e 2

Método de Convoluciéon

En el caso que la funcion que se va a antitransformar se pueda expresar como el
producto de dos funciones cuyas antitransformadas son conocidas, se aplica el método
de Convolucion.

Teorema de Convolucion
SiF(s)=L(f(t)) , G(s) =L(g(t)) entonces

L7(F(s).G(s)) = f(&) * g(O)

donde la operacion * se denomina Convolucion y se calcula mediante la siguiente
integral

£ *g(D) = j (). g(t — x)dx
0




Demostracion
Si se reemplaza F (s) por su definicion

L7YF(s).G(s)) = L1 (([ f(x)e‘sxdx> . G(s)> =Lt (f f(x). (e‘sxG(s))dx>

Bajo las condiciones usuales de existencia de las transformadas, como la operacion
antitransformada actlia sobre la variable “s” y es independiente de la integral respecto
de x, se puede cambiar el orden de las operaciones sin alterar el resultado.

L7TY(F(s5).G(s)) = foof(x).L‘l(e‘SxG(s))dx
0

Aplicando la propiedad de traslacion en “t” con a = x se tiene
L71(e %G (s)) = g(t — x)u(t — x)

Reemplazando queda

L7Y(F(s5).G(s)) = f f(x).g(t — x)u(t — x)dx
0

Recordando la definicion de la Funcion escalon, se sabe que vale uno cuando su
argumento es positivo (> 0) y vale cero para los valores del argumento que sean
negativos o sea (< 0)

1 t—x>0 & x<t

u(t—x)={
0 t—x<0 & x>t

u(t — x)

L A

Esto hace que los limites de la integral se modifiquen para los valores de x donde la
funcidn es distinto de cero. Luego la transformada inversa del producto queda

LAFE.G6) = [ £ gt=0dx = @9
0

se define

(Se lee f convolucion g)



Propiedades
1. Conmutativa

f@®)xg(t) =g f(t)

2. Asociativa

(F(®) x g(®©) * h(t) = f(£) * (g(t) * h(D))

3. Convolucion con la funcion delta

f@®)«6@) = f(t)

4. La convolucion con una funcion constante g(t) = k

£+ (D) = F(O) *k = k f FG)dx

Esto se debe a que g(t — x) = k por ser una funcién constante.

Ejemplos
1. Hallar:

1 1
= G)
s s+1
La antitransformada de cada factor se conoce por tabla

1 1
CEEIC
S s+1

Luego por el Teorema de Convolucién sera

(11 ‘
L~ (—. )=1*e‘t=f e ¥dx = —e™*
s s+1 0

t
=—et+1
0

2. Calcular

= ( 1 1 )
s+2's+1
Nuevamente se puede aplicar Convolucién y queda

t t
L_1< 1 . 1 ) — e_Zt % e_t — j e—xe—z(t—x)dx — e—th e * ezxdx
s+2s+1 0 0

t
= e‘ZtJ e*dx = e %t (et — 1)
0



Método de Fracciones Simples

Este método solo se aplica en el caso que F(s) sea una funcion racional (cociente de
dos polinomios)

P(s)
Q(s)

donde P(s) es un polinomio de grado n y Q(s) es de grado m siendo n < m.

F(s) =

La idea del método es expresar F(s) como la suma de fracciones simples, cuyas
antitransformadas sean sencillas de resolver.

Lo primero que se hace es factorizar el denominador, es decir, se buscan las raices o
ceros del polinomio Q(s) y siguiendo el teorema del Algebra se expresa Q(s) como el
producto de factores

Q(s) = ap(s —m)(s —1p) .. (s = 13)

donde a, es el coeficiente de la mayor potencia.

Por medio de ejemplos se analizaran los distintos casos

1) Raices de Q(s) reales y distintas

Hallar

-1 ( 25 +1 )
s2+3s—4

Las raices de Q(s) son 1y —4 luego Q(s) se puede expresar como

s?24+35s—4=(s—-1(s+4)
Se plantea entonces la identidad

2s+1 A B

(s—1D(s+4) “5—1'5+4
y se halla el valor de las constantes A y B que satisfacen la identidad para todo valor
de “s”.
Para calcular los coeficientes hay distintos métodos, nosotros trabajaremos de la
siguiente manera:

e Calculode A
Para calcular el coeficiente A se multiplica miembro a miembro por el
denominador de A y se toma limite a ambos miembros para “s” tendiendo al
valor de la raiz que figura en el denominador de A, 0 sea

2s+D(s—-1) Als—1) B(s—1)
(s—1D(s+4) s—-1 + s+4




s—1 (s+4): s—1 s+4
B(s—1
—=A+ lim ( )
s—1 s+ 4
=0
A—3
5

e Célculode B

Analogamente se multiplica miembro a miembro por el denominador de B y se
toma el limite a ambos miembros para “s” tendiendo al valor de la raiz del

denominador de B
(2s+1)(s+4) B A(s+4) B(s+4)

(s—1(s+4) s—1 s+4
o (2s+1) o A(s+4)
Ao e o1 P

-5
" _p
==

e Luego se resuelve la antitransformada

2s+1 _
(s—1D(s+4) s

| luow

F(s) =

+ (U1l g
S

3 7
— _ ot _ -4t
f(t)—se +Se

2) Raices reales y coincidentes
Hallar:

£ ((s — 1)(2:—2 4s + 4))

Las raices de Q(s)=(s—1)(s?—4s+4)=(s—1)(s—2)? son:

s = 2 (doble)

s=1

En el caso de raices dobles la descomposicion de fracciones simples se realiza asi

s+2 A B4 B,

G-DG-22 s—17G=27 5-2

y



e Célculode A
Como la constante A corresponde al denominador proveniente de la raiz simple,
se procede igual que en el apartado anterior, es decir, se multiplica a ambos
miembros de la igualdad por el denominador de A y luego se toma limite para
“s” tendiendo al valor de 1a raiz del denominador de A

(s+2)(s—1) A(s—1) By(s—1) By(s—1)
G-D-27 s=1 " G=22 s-2

(s+2) B;(s—1) B,(s—1)
(5—2)2_A+ (s—2)2+ s—2
. (s+2) . [ Bi(s—1) By(s—1)
M=z — At o T 53
A=3

e Célculo de B,
Anélogamente, para calcular B; se multiplica miembro a miembro por su

denominador y luego se toma limite para el valor de “s” tendiendo a 2

(s+2)(s—2)> A(s—2)* Bi(s—2)> By(s—2)*
(s—1D(s—-22 s-1 * (s — 2)2 R

(s+2) A(s—2)?
(s—1)  s-—-1

+B1+Bz(5—2)

(s+2) _ . (A(s —2)2

sl—r;rzl(s—l)_sl—r:rz1 s—1 +Bl+BZ(S_2)>

e Caélculo de B,

No se puede trabajar igual que en los casos anteriores porque daria una
indeterminacion. Para evitar este problema y considerando que F(s) es una
identidad (es valida para todo valor de “s”) se le da un valor a “s” distinto de las
raices de Q(s) y de tal manera que los calculos resulten sencillos. Cualquiera sea
el valor que se dé a ““s” el resultado de B, es el mismo, porque es Unico.

En este caso se puede dar el valor de s = 0 . Luego reemplazando en la expresion



S+2 A B, B,

FO) =G DGz s—1 G272 T5-2

F(o)—2 Ay B B
=4 -1 (=22 -2

Reemplazando los valores calculados de A y B; se tiene

Reconstruyendo F(s)

3 N 4 N -3
-1 (s—=2)2 s-2

F(s)=S

f(t) = 3et + 4te?t — 3e?t

3) Raices complejas Conjugadas

Hallar la transformada inversa de

s—1
(s+2)(s?+2s+2)

Lasraicesde Q(s)son s=—-2y s=—-1+%j

Observamos que tiene un par de raices complejas conjugadas. En tal caso la
descomposicion en Fracciones Simples siempre se realiza de la siguiente manera:

s—1 _ A 4 Bs+C
(s+2)(s2+25+2) s+2 s2425+2

e Célculode A
Para calcular A como es el coeficiente que corresponde a una fraccién cuyo
denominador es una raiz simple se procede como en el primer caso, 0 sea se
multiplica miembro a miembro por el denominador de A y luego de simplificar lo
que corresponde se toma limite para “s” tendiendo al valor de la raiz

(s—=1(s+2) _A(s+2) (Bs+C)(s+2)
(s+2)(s24+2s+2) s+2 s2+2s+2
lim (s—1) A+ lim (Bs+C)(s+2)

s--2(s2+ 25+ 2) - so-2 S§%2 42542



Calculo de B
“s” a ambos miembros de la expresion de F(s)

Para calcular B se multiplica por ‘s
en fracciones simples y se toma el limite a ambos miembros para s — oo
s—1 A Bs+C

(s+2)(52+25+2)=s+2+sz+25+2

As (Bs+ C)s
s2+2s+2

(s=1)s B
(s+2)(s2+25+2) s+2

As +(Bsz+Cs)
s+2 s24+2s+2

y (s —s) o
soe (s+2)(s2+2s+2) Rt

Recordando la propiedad del limite para “x” tendiendo a infinito de un cociente

de polinomios B,(x) de gradon y Q,,(x) de grado m que dice:

0 sin<m
. Pu(x) 0 sin>m . po coef.de x™
lim =1p siendo m
x—00 Q, (x) 20 sin=m q, coef.de x
4o
Luego en la expresion anterior el limite queda:
0=A+B = B=-A
B = 3
2

e Célculode C
Para calcular C se da un valor cualquiera a “s” que no haya sido dado antes

Por ejemplo s = 0. Reemplazando en la expresion queda

s—1 A N Bs+C
(s+2)(s2+25+2) s+42 5242542
-1 A+C
4 2 2

1 3 C
-2,
2+2
c=1
Reescribiendo la expresion de F(s) resulta:
3 3
-3 75+1

F(s) = +
(5) s+2 s242s+2



3 -2t -1 %S+1

%s+1 %(s+1—1)+1 %(s+1)—%+1

(s+1D2+1 (s+1D2+1  (s+D2+1

3
>s+1 3 (s+1) 1 1

GG+1D2+1 2@G+1D2+1 2(+1D2+1

ES +1 3 1
1 —2 )= —e " tcos(t) — e tsen(t)
(s+1)2+1 2 2

3 3 1
f@®)=- Ee‘Zt + Ee‘tcos(t) — Ee‘tsen(t)



