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Aplicacion de la
Transformada de Laplace

INTRODUCCION

Hay sistemas fisicos modelados con Ecuaciones Diferenciales Lineales de Coeficientes
Constantes como:

a) Sistema Masa - Resorte

x(0) = x,

mi + Bx+kx = f(t) siendo Cond.Inic. {5{(0) = v,

b) Sistema de Circuito Eléctrico en Serie RLC

q(0) = qo

1
Lj+ Rg+—qg = e(t) siendo Cond Inic. { .
G+Rq+7q=e() 4(0) = i,

Ambas ecuaciones son Ecuaciones Diferenciales Lineales en las que f(t) ¢ e(t)
representan la excitacion (causa) que producen una respuesta (efecto) dado por

x(t)6 q(t).
Se puede escribir esta relacion definiendo un operador R
R(f(®) = x(®)
R(e(D) = q(t)
Y selee: “La respuesta a la entrada f(t) es x(t)”
“La respuesta a la entrada e(t) es q(t) “

Como las dos ecuaciones son idénticas en su estructura se pueden generalizar asi

ay + by +cy = f(t)
y(0)=A ¢y
y(0) =B

R(f(®) = y(®)
Siendo f(t) (entrada , causa , excitacion)

y(t) (salida , efecto , respuesta)



Los pardmetros a, b, ¢ son constantes fisicas, y A, B corresponden a las condiciones
iniciales

, y(t) = R(f (D))

Figura 1

Solucion Aplicando Transformada de Laplace

La Transformada de Laplace es una herramienta matematica que permite resolver
Ecuaciones Diferenciales Lineales con condiciones iniciales dadas. Al aplicar la
Transformada a una Ecuacion Diferencial se transforma en una Ecuacién Algebraica,
cuya resolucion permite hallar de forma sencilla una solucion Y(s). Finalmente,
aplicando la transformada inversa se halla la solucién y(t) de la E.D. original.

Soluciéon de la

Ecuacion Diferencial Caleulo i Ecuacién Diferencial

Transformada L Antitransformada L_ 1
de Laplace de Laplace

Soluciéon de la

=

Operaciones Ecuacion Algebraica
Algebraicas

Ecuacidén Algebraica

Apliguemos la transformada a una Ecuacion Diferencial Lineal de orden 2 (1)
L(ay + by + cy) = L(f (1))
Aplicando las propiedades de Linealidad y de la derivada de la transformada se obtiene
al(y) + bL(y) + cL(y) = L(f (1) (2)

Pero:

L(y)=Y(s)

L(y) = sY(s) —y(0) =s¥Y(s) -4

LF) = s?Y(s) —sy(0) —y(0) =s?Y(s) —As — B

L(f(@) = F(s)



Reemplazando en (2)
a(s?Y(s) — As — B) + b(sY(s) — A) + cY(s) = F(s)

(as? + bs +¢)Y(s) —aAs — aB — bA = F(s)

1/H(s)
Y(s) st) = F(s) + (aAs + aB + bA)
Y(s) =F(s)H(s) + (aAs + aB + bA)H(s) (3)
) un
donde
1
H(s) = m siendo h(t) = L_l(H(S))
Nota:

En la solucion Y (s) de (3) se observan dos términos importantes, en el término (1)
intervienen solamente la transformada de la funcion entrada F(s) y H(s) que contiene
informacion de la Ecuacion Diferencial a resolver. En su denominador la expresion
polindmica coincide con la expresion de la E.D. reemplazando las derivadas por
potencias de “s”. En el término (I1) figuran las condiciones iniciales del problema.

Aplicando la transformada inversa, la respuesta del sistema a la entrada dada es

y(t) = L7 (F(s)H(s)) + L71((ads + aB + bA)H(s))

Nota: En caso de no conocer las condiciones iniciales, esto es, desconocer Ay B,
la solucion que se halla es una solucion general con constantes A y B, las cuales se
pueden hallar usando otro tipo de datos adicionales como pueden ser condiciones
de contorno.

En el caso particular que las condiciones iniciales sean nulas se tiene que la respuesta
del sistema a la entrada f(t) es

y(&) = L7 (F(s)H(s))

Aplicando el Teorema de Convolucion se tiene

ly(©) = £(6) * h(D)]

O sea que siempre que las condiciones iniciales sean nulas conociendo h(t) se puede
conocer la respuesta para cualquier entrada f(t)



El problema es determinar h(t)

Calculo de h(t)
Asumamos por ejemplo que f(t) = 6(t) y calculemos h(t) resolviendo el siguiente
sistema

ay + by +cy =6(t)
y(0) =0
y(0) =0

Aplicando la Transformada a ambos miembros se tiene
L(ay + by + cy) = L(6(1))
De (3), como F(s) = L(6(t)) = 1y las condiciones iniciales son nulas, resulta

1

Y(s)=F()H(s) = H(s) =~ ——

Aplicando antitransformada se tiene
y() = h(t)

Conclusiéon
h(t) es la respuesta a la §(t) en un sistema de E.D. Lineal con condiciones nulas.

Sistemas Lineales, Invariantes en el tiempo y Causales.

. Sistema Lineal
f@® | sistema | y® =R(F®)
Lineal |~
entrada salida

Figura 2

A® (0 = R(i(©)
Sistema

f2(t) I Lineal v, (t) =IR(f2(t))

c1f1(8) + c2f2(D) c1y1(t) + 2y, (1)

Figura 3



Un operador es lineal cuando cumple:
R(c1 1) + c2£2(0)) = a1 R(f1(1)) + c2R(f2 (1))
Ademassic; =c, =0
R(0) =0

Es decir, los sistemas lineales verifican que la respuesta a una entrada cero es nula.

. Sistema Invariante

R(FO) =y@®) = R(f(t—1ty) =yt —t)

f@© y(@®) = R(f (D))

Sistema
t—t i t—t
f( o)| Invariante y( o)

Figura 4

o Sistema Causal

Un sistema es causal cuando la salida no se anticipa a la entrada, esto es:
f(®)=0 parat<t, = y(t)=0 para t<t,

para todo par entrada-salida con y(t) = R(f(t)).

Ejemplo: El siguiente sistema es lineal, invariante en el tiempo y causal

any ™) + ap_ 1y V@) + -+ ary' () + apy (D) = (1)

y®@=D(0) = --- = y'(0) = y(0) =0 (cond. iniciales)

con funcion de transferencia racional H(s) = % Sin embargo, la familia de sistemas

lineales, invariantes en el tiempo y causales es mas grande. Por ejemplo, una traslacién
temporal R(f(t)) = f(t —a) con a > 0 es un sistema lineal, invariante en el tiempo y
causal con funcion de transferencia H(s) = e~%° que no puede ser representado con una

EDO lineal como la dada en el ejemplo.

Propiedad: Dado un sistema lineal, causal e invariante en el tiempo, la respuesta a

cualquier entrada f(t) es

R @) = f() » h(t)

siendo



h(t) = R(8(1)) = L7H(H(5)

6(t) Sistema h(t)
Lineal
= *h
f(®) h) y(t) = f () x h(t)
Figura 5

Expresado en el Dominio “s” y recordando que £L(5(t)) = 1

1 Sistema H(s)
D ] e —
Lineal

F(s) HE) Y(s) = F(s).H(s)

Figura 6

Demostracion:
Por propiedad de la funcion delta fooof(t)6(t —x)dx = f(t) paratodo t > 0. Luego

£ ~ Z FOAX)5(t — kAx)Ax
k=0
Aplicando linealidad, y luego la invariancia temporal, resulta
R(F(D) ~ Z FRADR(5(t — kAx))Ax = Z F(kAXR(E — kAx)Ax
k=0 k=0

Aplicando el limite Ax — 0, resulta

R(F(D) = JO FOOR(E — x)dx

Como el sistema es causal h(t) = 0 parat < 0, y por ende h(t —x) = 0 para t < x.
Luego:

R(f (1)) = fo FGOR(E — x)dx = £(€) * h(®)

Notas:

— Lafuncién H(s) recibe el nombre de Funcion de Transferencia.

— Conocida h(t) se puede obtener la respuesta a cualquier entrada. No hace falta
aplicar la Transformada de Laplace. Esto siempre que sea lineal, causal e
invariante en el tiempo.

— A veces es conveniente aplicar la transformada porque es mas sencillo que
calcular la convolucion.



— Sabiendo que se cumple
Y(s) = H(s).F(s)
Conocida dos de estas funciones se puede calcular la tercera y luego aplicar la
transformada inversa para obtener la funcion buscada en términos de “t”

Ejemplos
1. Hallar la solucidn del siguiente sistema
y' +3y' +2y ="

y(0) =1

y'(0) =2
Como sus condiciones iniciales son distintas de cero, no se puede aplicar la
Propiedad. Sin embargo, aplicando la Transformada de Laplace a ambos miembros
resultan

L{y(®) =Y(s)
L) =sY(s) = y(0) =sY(s) — 1

L(y"(®) = s?Y(s) —sy(0) —y'(0) = s2Y(s) —s1—2

1

L™ = s+2

Reemplazando en la ecuacion diferencial se obtiene:
1
s2Y(s) —1s — 2+ 3(sY(s) = 1) + 2Y(s) = ——
s+2

Reordenando esta expresién sacando factor comin Y (s) se obtiene:

1
(sz+3s+2)Y(s)=S—+s+5

+ 2
s+ 7s+11
24354+ 2)Y(s) =————
(s“+3s+2)Y(s) p——
s24+7s+11

Y(s) =

(s+2)(s?+3s+2)
Se debe calcular la antitransformada aplicando por ejemplo el método de Fracciones
Simples. Las raices del denominador son: s = —2 (doble) ,s = —1

s?+7s+11 Ay N A, N B
(s+2)2(s+1) (s+2)2 (s+2) s+1

Y(s) =



Realizando las operaciones correspondientes los valores de las constantes son:

-1 4 —4 N 5
(s+2)> (s+2) s+1

Y(s) =

y(t) = —te™?t —4e7%t + 5et

2. Seaun circuito RLC

R
 +—
L =1Hy
— R =1000 ahm
E) O
C= 2uF
AN

Hallar la respuesta sabiendo que q(0) =0, i(0) =0 para cada uno de los

siguientes casos:
a) E(t) = 6(t)

b) E(t) = 100 v

C) E(t) = e™500¢

Solucion:
La ecuacion diferencial asociada a este modelo fisico es:

1
Lé]’+Rq+Eq=E(t)

Como 2uF = 0.000002F

1
) . .
4 +10004 + 5550024 = E(©
q(0)=0
i(0) =0

a) Aplicando Transformada E(t) =6(1) = £L(E®))=1

(s? +1000s + 500000)Q(s) = 1



1
524 1000s + 500000

1
(s +500)2 4+ 250000

Q(s) =

Q(s) = H(s) =

1
h(t) = 500 e 500tsen(500¢t)

b) E(t) =100
Por ser un sistema Lineal, invariante, y causal se puede aplicar la Propiedad.

1
q(t) =h(®) «E®) =5

Aplicando la propiedad de convolucion por una constante

e~>%0tsen(500t) * 100

q(t) = 100ftie‘5°°xsen(500x)dx
, 500

Como esta integral es complicada porque se debe aplicar el método por partes
dos veces conviene transformar y resolver por otro método como puede ser el de
Fracciones Simples
q(t) = h(t) * E(t)
Q(s) = H(s).E(s)
1 100

Q) = 5750092 + 250000 s

La descomposicion en Fracciones simples es
100 A Bs+C

5((s + 500)2 + 250000) _ 5 | (s + 500)2 + 250000

— Calculode A
Multiplicamos miembro a miembro por “s” y se toma el limite cuando

“s” tiende a Cero

100s _As N (Bs + C)s
((s + 500)Z + 250000)s s (s + 500)2 + 250000

I 100 — A4 i (Bs+C)s
s 50 ((s +500)% + 250000) " s 50 (s + 500) + 250000
P
" 5000

— Calculode B
Se multiplica por “s” y se toma el limite para “s” tendiendo a infinito



100 (Bs+ C)s

li =A li
s B0 TG + 50002 + 250000) _ ~ T s %% (s + 500)2 + 250000
0=A+B = B=-4
— Calculode C.
Se da un valor de “s” que no ha sido dado antes. Por ejemplo s = —500
100 A B(—=500) +C

((=500 + 500)2 + 250000)(—500) ~ 2500 * (=500 + 500)2 + 250000

1 1 1 C
T 1250000 2500000 2500000 250000

C = 1
5
Reconstruyendo la expresion de Q(s)
11 S S -3
_ = 5000 5
Q(s) = 50005 (s + 500)2 + 250000 + (s + 500)2 + 250000
1
11 N 5000 (s +500 — 500) -z
Qls) = 5000 s (s +500)2 + 250000 (s + 500)2 + 250000
1
()= 1, ~ 5005 (5 + 500) ~10
Q) = <500 (s + 500)2 + 250000 (s +500)2 + 250000
q(t) = - Le ~500tc65(500t) — ——— e ~>%%sen(500t)
5000 5000 5000

c) E(t) = e500¢
Aplicando la Propiedad se tiene que:
q(t) = h(t) * E(¢)
1
q(t) = %e‘SOOtsen(SOOt) * @500t
a0 = gt - x)dx

t
1
q(t) = f =00 e ~500%sen(500x) e ~500E=X) gy
0



=500t ,t
q(t) = 200 f e ~>00x+500xgan (500x) dx
0
) = e=50% [ cos(500x)|"\ e 5% [ cos(500¢) N 1
=500 500 |,/ 500 500 ' 500
—-500t
q(t) = 2002 (1 — cos(500t))

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

La Transformada de Laplace permite también resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales a coeficientes constantes. La técnica se mostrara
mediante un ejemplo.

Resolver el sistema
"=3x+y-—-1 =
{x x+y con {X(O) 0

y' = —4x —y + 3e* y(0) =1

Aplicando Transformada de Laplace a ambos miembros de ambas ecuaciones resulta el
siguiente sistema de ecuaciones algebraico
1
sX(s)—0=3X(s)+Y(s) —3
3
sY(s)—1=—-4X(s) —Y(s) + Py

donde las incAgnitas a hallar son X (s) e Y (s). Agrupando resulta

1 1
(s =3)X(s) —Y(s) = — (s =3)X(s) =¥ (s) = -~
3 = s+1
4X(s) + (s+DY(s) = m+ 1 4X(s) + (s+ DY (s) = —
[5—3 -1 1[X(s) _Z
= =
4 s+ 111LY(s) s+l
— s—2

b



Regla de Cramer o del Determinante

Para hallar X(s) e Y (s) se pueden aplicar diversas técnicas de resolucion de sistemas de
ecuaciones algebraicas lineales, entre ellas la Regla de Cramer o del determinante. La
misma requiere del calculo del determinante de la matriz A

_s=-3 -1_.,. _ e o, e L
A= 4 s+1|_(5 N+ —(—D4=s"+s5—-3s—3+4=5"—-2s+1
.’.A:(S—l)z

Ademas, se debe calcular un determinante por cada funcién incognita a las matrices que
surgen de reemplazar cada columna de A por el vector columna b resultando

1
A = T -1 =_s+1_|_s+1=—(s+1)(s—2)+s(s+1)=
o ls+1 s s—2 s(s—2)
s+1
s—2
_ —s?4+2s—s+2+s*+s  2s+2 2(s+1)
B s(s—2) T s(s—=2) s(s—2)
1
A s—3 —% =(s—3)(s+1)+§=52—25—3+§
Y 4 s+1 s—2 s s—2 s
s—2

_53—252—35+4s—8_53—252+s—8
a s(s—2) B s(s—2)

Luego la solucidn al sistema algebraico planteado en el dominio de Laplace viene dada
por
2(s+1)

_Ax_s(s—Z)_ 2(s+1)
X = = G-z " s6-DG D2

s3—2s>+5-—8
A 5(5—2) _S3—ZSZ+S—8

=Y _
Y(s) = A (s — 1)2 ~s(s—2)(s — 1)2




Solucién en el dominio temporal

Una vez halladas X(s) e Y(s) se deben antitransformar para hallar x(t) e y(t). Para
ello se pueden aplicar diversas técnicas, entre las cuales se encuentra fracciones simples.
Comencemos hallando x(t).

2(s+1) A B C G,
X(s) = ==+ + +
s(s—=2)(s—=1)2 s s—=2 s—1 (s—1)2
Célculo de A:
2(s+1) Bs Cis C,s
X(s) = =A+ + +
XS = 5= -2 s—2 s—1 (=12
lim sX(s) = lim—2S D i A 4 lim o 4 lim - o lim — 25
sl—r}gs s _SI—IE(S—Z)(S—I)Z_SI—{% sl—r}(%s—z 51—1}(}5—1 51—1}(}(5—1)2
—-1=A+04+0+0
:_1
Célculo de B:
2(s+1 1 B C C
X(s) = G+ 1, 2
s(s—=2)(s —1)? s s—2 s—1 (s—1)2
2(s+1) s—2 Ci(s—2) C,(s—2)
— 2)X(s) = = - B
(s =2)X(s) s(s—1)2 s tET s—1 +(s—1)2
. . 2(s+ 1) . s=2 _ CG(s=2)  C(s—2)
(s = 2)X(s) =i e —ye =~ T B = Iy

3=0+B+0+0

B =3
Célculo de C,:
3 2(s+1) 1 3 Cy C;
X(S)_S(S—Z)(s—l)z__E-I_S—Z-I_s—l-l_(s—l)2
2(s+1 —1? 3(s—1)?
- 1)2x(s) =28+ D =D 36D gy,

s(s—2) s s—2

2s+1) , (s—l)z_l_limB(s—l)2

, 2 _ _ . _ .
?—I}}(s 1)7x(s) £1_r)r} s(s—2) s>1 S s51 S — + Ll—r}} Cils =1 + £1_r>r11 C2

—4=0404+0+C, = [,=—4



Célculo de C;: Reemplazando s por —1 (o cualquier valor que no sea raiz en el
denominador)

2(s+ 1) 1 3 C, 4
X(s) = =——+ + —
s(s=2)(s—1)? s s—2 s—1 (s—1)2
C
X(—1)=0=1—1—71—1
C,=-2
Por lo tanto
3 2 4

1
X(s) = —— - -
(s) s+s—2 s—1 (s—1)2

Aplicando la Antitransformada resulta
[x(t) = =1 + 3e?t — 2et — 4tet]

Para hallar y(t) se puede aplicar el mismo procedimiento partiendo de
s3—2s2+5—8

s(s—2)(s —1)2

0 se puede usar x(t) en conjunto con alguna de las ecuaciones del sistema como

Y(s) =

xX'=3x+y-1 = y=x'"-3x+1
Resolvamos por separado:
x' = 6e?t — 2et — 4et — 4tet = 6e?t — 6et — 4tet
—3x =3 —9e?' + 6et + 12tet
Reemplazando

y(t) = 6e — 6et — 4tet +3 —9e® + 6e' + 12te’ +1

ly(t) = —3e?t + 8tet + 4|




Ejemplo de Aplicacién: Motor DC

Los motores de corriente
continua (DC: direct
current) son dispositivos
que generan una fuerza

Campo
Fijo

mecanica a partir de K I T

aplicarles una determinada VW— B

tension eléctrica. Estas {(

méquinas eléctricas son v () Armadura o Rotor
muy Utiles en cualquier (Circ. Eq.)

campo de la ingenieria ya I ‘\

que la energia mecanica bi)

producida puede ser

utilizada para mover Figura 1. Motor DC.

maquinarias pesadas,

tracciones, movimiento de brazos roboticos, movimiento y traslacion de elementos,
graas, etc.

Los modelos matematicos permiten representar las leyes fisicas que gobiernan un
sistema dinamico mediante ecuaciones diferenciales. La Figura 1 muestra el modelo de
un motor DC serie cuyo modelo matematico tiene una parte eléctrica y otra mecanica.
Luego se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales que en conjunto modelan el
motor DC:

JL O i = —e® @)

dt
26 do
\ dtgt)+b d(tt)=Ki(t) 2)

La ecuacion (1) representa la parte eléctrica del modelo, en donde se tiene una
resistencia R y una inductancia L correspondiente al bobinado de armadura del motor en
el cual circula una determinada corriente i(t). En el miembro derecho de (1), v(t) es la
tension aplicada en los bornes del mismo, la cual genera una fuerza contra electro
motriz (f.c.e.m.) denotada con e(t). Por la ley de Faraday-Lenz, esta f.c.e.m. que se
induce en el bobinado del rotor se opone a la causa que la genera, y por ende, e(t)
aparece restando a la tension en bornes del motor v(t).

La ecuacion (2) representa la parte mecanica del motor expresada en términos de la
posicién angular 6(t). Luego se tiene el momento de inercia del rotor J y una constante
o coeficiente de friccion del mismo b. Esta ecuacion diferencial tiene como entrada de
referencia el torque o cupla motora K.i(t), donde K es una constante del sistema. Se
puede demostrar que la f.c.e.m. e(t) de (1) también puede expresarse en funcion de la
velocidad angular como



do(t)
dt

e(t) =K (3)

Ejercicio: Resolver el sistema (1)-(3) sabiendo que R=6Q, ] =1, b =1, L = 1H,
K =2, y usando V(t) = 10V. Ademas, considerar que inicialmente la posicion y
velocidad angular del motor son 0, y la corriente inicial es de 13A.

Solucion:
Las incAgnitas del sistema son 6(t), i(t) y e(t).

Ordenemos las ED convenientemente, reemplacemos las constantes dadas en el
problema, y transformemos al dominio de Laplace

Ecuacion (1):

di(t)
dt

+6i(t)+e(t) =10

L <d;(tt) +6i(t) + e(t)) — £(10)

L (d;(tt)> +6L(i(t)) + L(e(t)) = £(10)

10
sI(s) =13 +61(s) + E(s) = —

10
(s+6)I(s) + E(s) =?+ 13

13s + 10
(s+6)I(s)+E(s) = — (4)

Ecuacion (2):

d?e(t) N de(t)
dt? dt

d*6(t) do (0 .
L( e ) +L <T> —2£L(i(®) =0

-2i(t)=0

s20(s) —s8(0) — 6(0) + sO(s) —6(0) — 2I(s) = 0
(s2+5)0(s) —2I(s) =0 (5)
Ecuacion (3):

do(t)
—27 +e(t)=0



_2L< d( )> +L(e(®) =0

—2s0(s) +E(s) =0 (6)

Agrupando las ecuaciones (4)-(6) resulta

0 s+6 11[00) 13s +10
s’+s =2 I(s)| = S
0
—2s 0 E(s) 0

Calculando determinantes:

L 52(-)I-S s_-l-26 (1):0.|_2 0|—(5+6)|Si+s 0|+1.|sz_;ss —02
—2s 0 1

=0—(s+6)(s>?+5s)—4s = —s3—5%2—65%>—65—4s = —s3 — 752 — 10s
=—-s(s+2)(s+5)

Por otro lado

13s + 10 +6 1
— S 13s+10 0 0 0 0 -2
_ s _
Ao 0 2 0 1o dl-c+oly +1fp
0 0 1
13s 4+ 10 —26s5 — 20
= (=2) =
Luego
Ay 26s + 20 A, A, B C
0(s) =—= =—+—=+—+
(5) A s?(s+2)(s+5) s s s+2 s+5
Caélculo de A,:
2(s) = 26s + 20 CAstA +BSZ+CSZ
s S_(s+2)(s+5)_ 15 Z's+2 s+5
lim s20(s) = lim—> " 20 imAs+ 4 +li BS® | 1im C%
s50> O lm(s+2)(s+5) oo T S 2 T 05 + 5

2=0+A4,+0+0

A, =2
Célculo de B:



26s+20 A,(s+2 A,(s+ 2 C(s+2
_ MG+ A6+ C+2)

s+ 2)0(s) = =

( )6(s) s?2(s+5) s s? s+5
) . 26s+20 Ai(s+2) o Ay(s+2) . C(s+2)
A+ 206) = i v T s T e TEHIm T

8
—3=0+0+B+0

Célculo de C:
26s+20 A;(s+5) A,(s+5) B(s+5)
(s+5)®(s)—sz(s+2)— S + 2 + p— +C
) . 26s+20  Ai(s+5) . Ay(s+5) . B(s+5)
sl—1>r£15(s + 5)9(8) N sl—l>r£15m N sa—Sf + sl—IEISS—Z + sl—IEIS s+ 2

22—0+o+o+c
15

Finalmente, reemplazando s = 1 resulta

@G)—ZS—A +2 8+11
R 9 45

A —
175

Por lo tando

61 2 8 1 22 1

O =55t 3532 T 554 5
6 8 22
—— _ _p—2t ~-~- ,-5t
6(t) 5+21: 3e +156 (7)
Reemplazando (7) en (3)
de(t)
t)=2———
() It
32 44
e(t)=4+—e 2t ——e™>t (8)




Reemplazando (7) en (2)

_dre()  do(t)

21 =
20 dt? + dt
16 55 8 11
: — — 2t 3T -5t {42t _ o5t
i(t) 3¢ + 3¢ + 1+ 3¢ 3¢
8 44
i(t)y=1- §€_2t+?€_5t 9

Las funciones (7)-(9) conforman la solucion al sistema.

Tarea complementaria:

a) Analice la solucién obtenida. ¢ Qué representan 6(t), 8'(t) y 6" (t) fisicamente?

b) Sit — oo, ;qué sucede con 6(t), 0'(t), 8" (t) e i(t)? ¢Por qué?

c) Reemplazar (3) en (1) y resolver el sistema conformado por la E.D. (2) y la nueva
E.D. (1). ¢(Qué relacion hay entre las soluciones halladas?

d) Resolver nuevamente el sistema usando otra posicion angular inicial. ;Qué relacién
hay entre las soluciones del sistema? ¢Por qué sucede esto?

e) Replantear y resolver el sistema (1)-(2) usando como incognitas a w(t) = 8'(t) e
i(t). ¢ Qué relacion hay con las soluciones halladas anteriormente?

Ejemplo de Aplicacion: Redes

Una red eléctrica que tiene mas de una malla da lugar a ecuaciones diferenciales
simultaneas. Como se ve en la Figura 1 la corriente i, se divide en las direcciones que
se muestran en el punto B,llamado punto de ramificacién de la red o nodo. Segun la
primera ley de Kirchhoff se puede escribir

il = iz + i3 (1)

Ademas, se puede aplicar la segunda ley de Kirchhoff a cada malla. Para la malla
A;B{B,A,A,, si sumamos la caida de voltaje a través de cada uno de sus elementos
Ilegamos a

. di
E(t) = l1R1 + L1 E + lZRZ (2)
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Figura 1

De igual manera para el circuito A, B, C,C,B,A,A, tenemos que
E(t) =Ryiy + L di 3
=y 274t 3)

Usando la relacion (1) en (2) para eliminar i, se tiene

o di .
E(t) = Rl(lZ + l3) + Ll% + LZRZ

di
E(t)=Li—>+ R+ R)i + Reiz  (4)
Sustituyendo (1) en (3) se obtiene
di
E() = Ry(iy + i3) + L, —
dt
. dis .
E(t) = Rl"Z +L2%+R1l3 (5)

De esta forma se obtienen dos ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes
constantes para las corrientes i,, i3 (4) y (5) que se cumplen en forma simultanea. Luego
podemos escribir el sistema

di
Li—= + (Ry + Ryi, + Ryis = E(b)
dt
di (6)
RliZ + Lzﬁ + R1i3 = E(t)

Tarea complementaria:

Resolver el sistema sabiendo que las corrientes iniciales son nulas, que Ry = 2, R, = 3,
Ly =L, =1,E(t) = 25e7°¢,



Ejemplo de Aplicacion: Sistema de 2 masas y 3 resortes

Sean tres resortes y dos masas colocados como en la Figura 2, estudiar su movimiento.
Suponemos que deslizan sobre una superficie horizontal y lisa, por lo que despreciamos
la fuerza de rozamiento. Por tanto, las Unicas fuerzas a tener en cuenta son las fuerzas de
recuperacion elastica de los resortes.

Las coordenadas x;,x, posicionan a las masas m,,m,, siendo la posicion de
equilibrio, x; = 0,x, = 0 cuando los resortes K, , K,, K5 permanecen sin estiramiento
ni compresion

4 N
/ N
X X
1 ki LN k2 2. k: K
I I NS
QOO Q1D ICIIDIN
g m; m,
N
Figura 2

Se analiza el caso en que x, > x;, es cuando K; esta estirado la distancia x; , K, esta
estirado x, — x;, Y K3 estd comprimido x,. Teniendo en cuenta la ley de Hooke, la
fuerza ocasionada por cada resorte es proporcional a su elongacion. Luego:

= Sobre la masa m, actia la fuerza del resorte K; que tiende a contraerse
ejerciendo una fuerza hacia la izquierda K,x,. El resorte K, también se contrae
tirando hacia la derecha con una fuerza K,(x, — x;). Aplicando la segunda ley
de Newton tenemos
miX; = —Kixq + K (xp — x4) (7)
= Sobre la masa m, actdan los resortes K, y K;. El resorte K, tira hacia la
izquierda ejerciendo una fuerza K,(x, — x;) y al estirarse el resorte K5 empuja
a la masa m, también hacia la izquierda, con una fuerza K;x,, quedando la
ecuacion de movimiento
my¥, = —Ky(x; — x1) — Ksx, )

Las ecuaciones (7) y (8) determinan las ecuaciones de movimiento del sistema dado
mediante un sistema de E.D.L. de orden 2 con coeficientes constantes dado por

{m1551 = —Kjx; + Ky (x; — x1)
myX, = —Kp(x; — x1) — K3x,

Tarea complementaria:
Resolver el sistema sabiendo que

ml = mz = kz = 1, kl = k3 = 2, xl(O) = xl(O) = xz(O) = 1, xZ(O) = 3



